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Estudos em a´lgebras de Ockham
e em a´lgebras de Ockham duplas
Resumo
O estudo desenvolvido nesta tese aborda questo˜es relacionadas com duas
classes de a´lgebras: a classe das a´lgebras de Ockham e a classe das a´lgebras
de Ockham duplas.
Por a´lgebra de Ockham entende-se uma a´lgebra (L,∧,∨, f, 0, 1) do tipo
(2, 2, 1, 0, 0) cujo reduto (L,∧,∨, 0, 1) e´ um reticulado distributivo limitado
e tal que a operac¸a˜o f e´ um endomorfismo dual do mesmo reduto, isto e´,
f(0) = 1, f(1) = 0 e, para quaisquer x, y ∈ L, f(x ∨ y) = f(x) ∧ f(y) e
f(x ∧ y) = f(x) ∨ f(y). A classe das a´lgebras de Ockham e´ uma variedade,
que denotamos por O, e e´ sobre algumas das suas subvariedades que vamos
desenvolver o nosso estudo. Dados n ∈ N e m ∈ N0, denotamos por Kn,m
a subvariedade de O que e´ caracterizada pela igualdade f 2n+m = fm; aos
elementos desta classe damos a designac¸a˜o de a´lgebras-Kn,m. A`s a´lgebras de
Ockham (L,∧,∨, f, 0, 1) que satisfazem id ≤ f 2n, com n ∈ N, chamamos
a´lgebras-MSn, e a subvariedade de O por elas formada e´ denotada por MSn.
Associada ao conceito de a´lgebra de Ockham surge a noc¸a˜o a´lgebra de
Ockham dupla: diz-se que uma a´lgebra (L, ∧, ∨, f, g, 0, 1) do tipo
(2, 2, 1, 1, 0, 0) e´ uma a´lgebra de Ockham dupla se (L,∧,∨, f, 0, 1) e
(L,∧,∨, g, 0, 1) sa˜o a´lgebras de Ockham. A variedade das a´lgebras de
Ockham duplas e´ representada por O2 e uma das suas subvariedades e´ a classe
das a´lgebras-MSn duplas, n ∈ N, caracterizada por fg = g2n ≤ id ≤ f 2n = gf .
Sa˜o tambe´m objecto do nosso estudo as a´lgebras–Kn,m duplas, i.e., as a´lgebras
de O2 que satisfazem f
2n+m = fm, g2n+m = gm, gf = f 2qn e fg = g2qn, onde
n,m ∈ N e q e´ o menor nu´mero natural tal que q ≥ m/2n.
Em 1995, T. Blyth e J. Varlet estudaram congrueˆncias definidas em a´lge-
bras-K1,1 e congrueˆncias definidas em a´lgebras-MS duplas. Em particular, es-
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tudaram congrueˆncias principais e, relativamente a`s que sa˜o complementadas,
obtiveram a descric¸a˜o do seu complemento assim como a sua caracterizac¸a˜o.
No primeiro cap´ıtulo do trabalho, generalizamos este estudo para congrueˆncias
principais definidas em a´lgebras-Kn,m e para congrueˆncias principais definidas
em a´lgebras-Kn,m duplas. Ainda no primeiro cap´ıtulo, analisamos uma outra
questa˜o que esta´ relacionada com certo isomorfismo entre o reticulado de con-
grueˆncias de uma a´lgebra L ∈ Kn,m e o reticulado de congrueˆncias da maior
suba´lgebra de L que pertence a K1,m: representando por L1,m esta suba´lgebra
de L, analisamos em que condic¸o˜es a restrica˜o a L1,m de uma congrueˆncia
principal definida em L e´ tambe´m uma congrueˆncia principal em L1,m.
No segundo cap´ıtulo o nosso objectivo foi determinar, para cada sub-
variedade V de MSn, n ∈ N, as cardinalidades admiss´ıveis para o conjunto
dos pontos fixos das a´lgebras (conta´veis) que geram V e verificar quais destas
cardinalidades sa˜o realmente atingidas. O interesse por este tipo de questa˜o
comec¸ou com as a´lgebras de De Morgan finitas, num trabalho realizado por
J. Varlet, e o estudo foi depois sucessivamente estendido a`s variedades MS,
K2,0 e MS2, por T. S. Blyth e J. Varlet, J. Vaz de Carvalho e M. Sequeira,
respectivamente. Neste cap´ıtulo estendemos o estudo a qualquer variedade
MSn.
Dada uma a´lgebra L = (L, f) ∈ MSn, prova-se que, em certas condic¸o˜es,
existe uma (e uma so´) operac¸a˜o g definida em L tal que L′ = (L, f, g) e´ uma
a´lgebra-MSn dupla; diz-se neste caso que L se estende a uma a´lgebra-MSn
dupla. No terceiro cap´ıtulo estudamos questo˜es relacionadas com esta noc¸a˜o:
comec¸amos por identificar as a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis de MSn
que se estendem a a´lgebras-MSn duplas e, dada uma a´lgebra L ∈MSn que se
estende a uma a´lgebra-MSn dupla, caracterizamos algumas das suba´lgebras de
L que tambe´m se estendem a uma a´lgebra-MSn dupla.
Studies of Ockham algebras
and of double Ockham algebras
Abstract
In this thesis we study some questions about Ockham algebras and double
Ockham algebras.
An algebra L = (L,∧,∨, f, 0, 1) of type (2, 2, 1, 0, 0) is an Ockham alge-
bra if (L,∧,∨, 0, 1) is a distributive lattice and f is a dual endomorphism of
this lattice, i.e., f(0) = 1, f(1) = 0 and f(x ∧ y) = f(x) ∨ f(y),
f(x ∨ y) = f(x) ∧ f(y), for all x, y ∈ L. The variety of Ockham algebras
is denoted by O and, given n ∈ N and m ∈ N0, we represent by Kn,m the
subvariety of O whose elements satisfy the identity f 2n+m = fm. The elements
of Kn,m are called Kn,m-algebras. An Ockham algebra (L,∧,∨, f, 0, 1) that sa-
tisfies id ≤ f 2n, with n ∈ N, is called a MSn-algebra; MSn denotes the variety
of these algebras.
Associated to Ockham algebras we have the notion of double Ockham al-
gebra; an algebra L = (L,∧,∨, f, g, 0, 1) of type (2, 2, 1, 1, 0, 0) is said to be
a double Ockham algebra if (L,∧,∨, f, 0, 1) and (L,∧,∨, g, 0, 1) are Ockham
algebras. The variety of double Ockham algebras is represented by O2 and
a subvaritey of O2 is the class of double MSn-algebras, n ∈ N, which is cha-
racterized by fg = g2n ≤ id ≤ f 2n = gf . In this thesis we also consider the
class of double Kn,m-algebras whose elements are Ockham algebras that satisfy
f 2n+m = fm, g2n+m = gm, fg = g2qn, gf = f 2qn, for n,m ∈ N and where q is
the smallest natural number greater than or equal to m/2n.
In 1995, T. Blyth and J. Varlet studied congruences defined on K1,1-algebras
and congruences defined on double MSn-algebras. In particular, they descri-
bed the complement of principal congruences (when it exists) and, using this
descritpion, they also determined when the complement exists. In the first
chapter of this thesis, we generalize the study of these questions for Kn,m-
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-algebras and for double Kn,m-algebras. Also in the first chapter, we study
another question that is related with a certain isomorphism defined between
the congruence lattice of an algebra L ∈ Kn,m and the congruence lattice of
the biggest subalgebra of L that belongs to K1,m: representing this subalgebra
of L by L1,m, we determine in which conditions the restriction to L1,m of a
principal congruence of L is a principal congruence of L1,m.
Our purpose in the second chapter is to determine, for each subvariety V
of MSn, n ∈ N, the cardinility of the set of fixed points of the (countable)
algebras that generate V. This kind of question was first studied for finite
De Morgan algebras, by J. Varlet, and the study was then generalized to the
varietiesMS, K2,0 andMS2, by J. Varlet and T. S. Blyth, J. Vaz de Carvalho
and M. Sequeira, repectively.
Given an algebra L = (L, f) ∈MSn, it is known that, in certain conditions,
there exists one (and just one) operation g defined on L such that L′ = (L, f, g)
is a double MSn-algebra; we say, in this case, that L extends to a double
MSn-algebra. In the final chapter, we study some questions related with this
notion: we determine which subdirectly irreducible algebras can be extended
to a double MSn-algebra and, given an algebra L ∈ MSn that extends to a
double MSn-algebra, we characterize some subalgebras of L that can also be
extended to a double MSn-algebra.
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Introduc¸a˜o
Esta tese e´ um pequeno contributo para o estudo de a´lgebras de Ockham e
de a´lgebras de Ockham duplas, abordando e resolvendo questo˜es relacionadas
com algumas destas a´lgebras.
Por a´lgebra de Ockham entende-se uma a´lgebra (L,∧,∨, f, 0, 1) do tipo
(2, 2, 1, 0, 0) cujo reduto (L,∧,∨, 0, 1) e´ um reticulado distributivo limitado
e tal que a operac¸a˜o f e´ um endomorfismo dual do mesmo reduto, isto e´,
f(0) = 1, f(1) = 0 e, para quaisquer x, y ∈ L, f(x ∨ y) = f(x) ∧ f(y) e
f(x ∧ y) = f(x) ∨ f(y).
O conceito de a´lgebra de Ockham foi introduzido em 1977 por J. Berman,
em [2], e apareceu como generalizac¸a˜o do conceito de a´lgebras de De Morgan.
As a´lgebras de De Morgan surgem associadas a estudos de lo´gicas: sa˜o a´lgebras
de proposic¸o˜es nas quais na˜o existem os paradoxos da implicac¸a˜o material.
Do ponto de vista lo´gico, as a´lgebras de Ockham, sa˜o tambe´m a´lgebras de
proposic¸o˜es nas quais, para ale´m de na˜o existirem os paradoxos da implicac¸a˜o
material, e´ omitida a lei da dupla negac¸a˜o.
A classe de a´lgebras de Ockham conte´m, para ale´m da classe das a´lgebras de
De Morgan, outras classes tambe´m conhecidas, como, por exemplo, as classes
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das a´lgebras de Boole, das a´lgebras de Kleene e das a´lgebras de Stone.
As a´lgebras de Ockham foram assim designadas por A. Urquhart tendo
em atenc¸a˜o que as leis de De Morgan sa˜o atribu´ıdas (pelo menos, no caso da
lo´gica proposicional) ao lo´gico William of Ockham.
Desde o estudo desenvolvido por J. Berman em 1977, que evidencia a im-
portaˆncia das a´lgebras de Ockham em geral, muitos sa˜o os algebristas de refe-
reˆncia que contribuiram para o desenvolvimento da teoria.
A classe das a´lgebras de Ockham e´ uma variedade, que denotamos por O.
E´ sobre algumas das suas subvariedades que vamos desenvolver o nosso estudo.
No mesmo trabalho em que define a´lgebras de Ockham ([2]), J. Berman
apresenta tambe´m algumas subvariedades de O a`s quais se da´ a designac¸a˜o de
Kn,m e que sa˜o caracterizadas pela identidade f
2n+m = fm (n ∈ N, m ∈ N0).
A variedade K1,0 corresponde a` classe das a´lgebras de De Morgan.
T. Blyth e J. Varlet tambe´m estudam a´lgebras de Ockham e, em [4] definem
a variedade MS. Trata-se de uma subvariedade de O que se caracteriza por
id ≤ f 2 e que generaliza as propriedades que sa˜o comuns a`s a´lgebras de De
Morgan e a`s a´lgebras de Stone.
M. Ramalho e M. Sequeira em [17] definem variedades semelhantes a`s va-
riedades MS e introduzem o conceito de a´lgebra-MSn, n ∈ N; a classe MSn
das a´lgebras-MSn e´ a subvariedade de O onde cada a´lgebra (L,∧,∨, f, 0, 1)
satisfaz id ≤ f 2n.
Inspirados nas propriedades das a´lgebras de Stone duplas, [1], [13], e aten-
dendo a que a variedadeMS conte´m as a´lgebras de Stone, T. Blyth e J. Varlet
introduzem em [5] a noc¸a˜o de a´lgebra-MS dupla.
Generalizando os conceitos de a´lgebra de Stone dupla e de a´lgebra-MS
dupla, M. Sequeira, em [21], define a´lgebras de Ockham duplas.
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Por a´lgebra de Ockham dupla entende-se uma a´lgebra (L, ∧, ∨, f, g, 0, 1)
do tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0) onde (L,∧,∨, f, 0, 1) e (L,∧,∨, g, 0, 1) sa˜o a´lgebras
de Ockham. A classe das a´lgebras de Ockham duplas e´ uma variedade que se
representa por O2.
Uma das subvariedades de O2 e´ a classe das a´lgebras-MSn duplas, [21], que
denotamos por DMSn, e que e´ caracterizada por fg = g
2n ≤ id ≤ f 2n = gf .
Dados n,m ∈ N, sendo q o menor nu´mero natural tal que 2qn ≥ m,
representa-se por DKn,m a classe formada pelas a´lgebras de O2 que satisfazem
f 2n+m = fm, g2n+m = gm, gf = f 2qn e fg = g2qn, [21]. Os elementos de
DKn,m designam-se por a´lgebras-Kn,m duplas.
Estudando questo˜es relacionadas com algumas das classes que acaba´mos de
apresentar, o trabalho aqui desenvolvido esta´ estruturado em quatro cap´ıtulos,
que passamos a descrever sumariamente.
No cap´ıtulo 0, comec¸amos por fazer a apresentac¸a˜o de conceitos e de resul-
tados ba´sicos que sa˜o considerados essenciais para o estudo feito nesta tese e
apresentamos, tambe´m, alguma da notac¸a˜o utilizada.
O assunto tratado na primeira parte do cap´ıtulo 1, secc¸a˜o 1.1, foi motiva-
do por alguns dos resultados obtidos em [8, Cap´ıtulo 8], relativos ao proble-
ma da complementac¸a˜o de congrueˆncias principais. Nesta secc¸a˜o estudamos
congrueˆncias principais definidas em a´lgebras-Kn,m: relativamente a`s que sa˜o
complementadas obtemos a descric¸a˜o do seu complemento, e estabelecemos
uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que uma congrueˆncia principal seja
complementada, [14, Teorema 2.10].
M. Ramalho, em [16], estabelece um isomorfismo entre o reticulado de
congrueˆncias de uma a´lgebra L ∈ Kn,m e o reticulado de congrueˆncias da maior
suba´lgebra de L que pertence a K1,m. Sendo L1,m a maior suba´lgebra de L
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que pertence a K1,m, o isomorfismo e´ definido associando a cada congrueˆncia
definida em L a sua restric¸a˜o a L1,m. Tendo em conta esta bijecc¸a˜o entre
os reticulados de congrueˆncias, decidimos enta˜o estudar em que condic¸o˜es a
restric¸a˜o a L1,m de uma congrueˆncia principal definida em L e´ uma congrueˆncia
principal em L1,m.
Em [8, Cap´ıtulo 14], T. Blyth e J. Varlet estudam tambe´m congrueˆncias
principais, mas desta vez definidas em a´lgebras-MS duplas e, para a questa˜o
sobre complementac¸a˜o, analisam questo˜es ana´logas a`s que foram estudadas
em [8, Cap´ıtulo 8]. Na secc¸a˜o 1.2 generalizamos este estudo para congrueˆncias
principais definidas em a´lgebras-Kn,m duplas: obtemos a descric¸a˜o do com-
plemento de congrueˆncias principais complementadas, [15, Teorema 2.9], e
caracterizamos estas mesmas congrueˆncias, [15, Teorema 2.11].
De [21] e de [2, Corola´rio Teorema 1] sabemos que as congrueˆncias princi-
pais definidas numa a´lgebra-Kn,m dupla L = (L, f, g) e as congrueˆncias prin-
cipais definidas em (L, f) e em (L, g) podem ser descritas como supremo de
congrueˆncias do reticulado L. Tendo em conta estas descric¸o˜es e a relac¸a˜o
existente entre as operac¸o˜es f e g, verifica-se que cada congrueˆncia principal
definida numa a´lgebra-Kn,m dupla e´ o supremo (no reticulado de congrueˆncias
de L) de congrueˆncias principais definidas nas a´lgebras-Kn,m simples (L, f) e
(L, g). Deste facto resulta que o estudo de congrueˆncias principais definidas
em a´lgebras-Kn,m duplas esta´ relacionado com os resultados obtidos na secc¸a˜o
1.1.
No segundo cap´ıtulo o nosso objectivo foi determinar, para cada subva-
riedade V de MSn, n ∈ N, as cardinalidades admiss´ıveis para o conjunto
dos pontos fixos das a´lgebras (conta´veis) que geram V e verificar quais destas
cardinalidades sa˜o realmente atingidas. O interesse por este tipo de questa˜o
comec¸ou com as a´lgebras de De Morgan finitas, em [27], e o estudo foi depois
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sucessivamente estendido a`s variedades MS, K2,0 e MS2, em [6], [28] e [22],
respectivamente. Neste cap´ıtulo analisamos o mesmo assunto para qualquer
variedade MSn.
Dada uma classe Si(MSn) de a´lgebras subdirectamente ireedut´ıveis de
MSn tal que cada a´lgebra subdirectamente irredut´ıvel de MSn e´ isomorfa
a uma e a uma so´ a´lgebra de Si(MSn), definimos em Si(MSn) uma ordem par-
cial ≤. Sendo V uma subvariedade na˜o trivial deMSn, supomos que todos os
elementos maximais de (V∩ Si(MSn),≤) teˆm, pelo menos, um ponto fixo e,
no resultado principal deste cap´ıtulo, mostramos que, se existirem exactamen-
te k (k ∈ N) elementos maximais de (V∩ Si(MSn),≤) com dois pontos fixos,
enta˜o:
- dado α ∈ {1, .., k}, na˜o existe uma a´lgebra conta´vel que tenha exacta-
mente α pontos fixos e que gere V;
- para todo α ∈ (N0\{1, ..., k}) ∪ {ℵ0}, existe, de facto, uma a´lgebra
conta´vel com exactamente α pontos fixos e que gera a variedade V.
Atendendo aos resultados obtidos, uma questa˜o que se colocou, natural-
mente, foi a de sabermos qual o nu´mero ma´ximo de a´lgebras subdirectamente
irredut´ıveis com dois pontos fixos que podem existir no conjunto dos elementos
maximais de (V∩ Si(MSn),≤). Relativamente a este problema, foi poss´ıvel
obter uma resposta para algumas variedades MSn.
Para finalizar o cap´ıtulo, analisamos a aplicac¸a˜o dos resultados obtidos a
alguns casos particulares.
Dada uma a´lgebra L = (L, f) ∈ MSn, M. Sequeira prova que, em certas
condic¸o˜es, existe uma (e uma so´) operac¸a˜o g definida em L tal que L′ = (L, f, g)
e´ uma a´lgebra-MSn dupla, [20, Proposic¸a˜o 5.6]. Diz-se neste caso que L pode
ser transformada numa a´lgebra-MSn dupla ou que que L se estende a uma
a´lgebra-MSn dupla.
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No terceiro cap´ıtulo comec¸amos por identificar as a´lgebras subdirectamen-
te irredut´ıveis de MSn que se estendem a a´lgebras-MSn duplas. Dada uma
a´lgebra subdirectamente irredut´ıvel L que se estende a uma a´lgebra-MSn du-
pla na˜o podemos, pore´m, concluir que a variedade gerada por L e´ uma classe
de a´lgebras que tambe´m se estendem a a´lgebras duplas. De facto, dada uma
a´lgebra-MSn L que se estende a uma a´lgebra-MSn dupla, na˜o e´ garantido
que uma sua suba´lgebra tambe´m se estenda a uma a´lgebra-MSn dupla. Esta-
belecemos uma condic¸a˜o suficiente para que tal acontec¸a e, no caso particular
em que consideramos a suba´lgebra LMSn′ , i.e., a maior suba´lgebra de L que
pertence a MSn′ , com n
′ divisor de n, foi poss´ıvel estabelecer uma condic¸a˜o
necessa´ria e suficiente para que LMSn′ tambe´m se estenda a uma a´lgebra-MSn
dupla.
Cap´ıtulo 0
Conceitos preliminares
Neste cap´ıtulo apresentamos definic¸o˜es e resultados que consideramos se-
rem relevantes ao longo do trabalho; recordamos alguns conceitos gerais as-
sim como algumas noc¸o˜es mais espec´ıficas relativas a a´lgebras de Ockham e
a a´lgebras de Ockham duplas. Tambe´m estabelecemos alguma da notac¸a˜o
que vamos utilizar e, para a simbologia de cara´cter mais geral, encontra-se na
pa´gina 119 uma tabela com a sua descric¸a˜o.
0.1 Conceitos gerais
Para o estudo aqui desenvolvido e´ essencial o conhecimento das noc¸o˜es
ba´sicas que a seguir referimos e que dizem respeito a Teoria de Reticulados e
a A´lgebra Universal:
- conjunto parcialmente ordenado, cadeia, semi-filtro, reticulado, reticula-
do distributivo, reticulado de Boole, aplicac¸a˜o iso´tona, aplicac¸a˜o ant´ıtona,
operador de fecho e operador de interior, ideal, filtro, elementos
∨-irredut´ıveis, a´tomos, elementos complementados;
- a´lgebra de tipo τ , s´ımbolo polinomial de tipo τ em n varia´veis, a´lgebra
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trivial, suba´lgebra de uma a´lgebra, a´lgebras semelhantes, produto direc-
to, homomorfismo, epimorfismo, monomorfismo, endomorfismo, isomor-
fismo, congrueˆncia, congrueˆncia principal.
Estas noc¸o˜es podem ser recordadas na seguinte bibliografia: [1], [9], [11] e [12].
Dado um conjunto X, dizemos que X e´ numera´vel se X for equipotente a
N e, dizemos que X e´ conta´vel se X e´ finito ou numera´vel.
Representamos por L uma a´lgebra com conjunto suporte L. Dada uma
a´lgebra L = (L, F ) com conjunto suporte L e domı´nio operato´rio F , desig-
namos por reduto de L qualquer a´lgebra com suporte L cujo domı´nio ope-
rato´rio e´ uma parte de F .
Uma a´lgebra L diz-se
- produto subdirecto de uma famı´lia {Li}i∈I de a´lgebras semelhantes a L
se existe um monomorfismo α : L → ∏i∈I Li tal que, para cada i ∈ I, o
homomorfismo pi ◦ α e´ sobrejectivo;
- subdirectamente irredut´ıvel (s.i.) se L e´ na˜o trivial e, sempre que L e´ pro-
duto subdirecto de uma famı´lia de a´lgebras {Li}i∈I com monomorfismo
α, existe i ∈ I tal que pi ◦ α e´ isomorfismo;
- simples se Con(L) tem exactamente dois elementos.
As a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis podem ser caracterizadas atrave´s
do seu reticulado de congrueˆncias: uma a´lgebra L e´ subdirectamente irredut´ıvel
se e so´ se Con(L)\{4} tem elemento mı´nimo; neste caso, o elemento mı´nimo
de Con(L)\{4} e´ ⋂(Con(L)\{4}) e e´ uma congrueˆncia principal.
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A´lgebras do mesmo tipo podem ser agrupadas em classes. Teˆm particular
interesse as classes que sa˜o fechadas para a formac¸a˜o de suba´lgebras, imagens
homomorfas e produtos directos. A estas classes da´-se o nome de variedades .
Sa˜o variedades, por exemplo, a classe D dos reticulados distributivos e a
classe D0,1 dos reticulados distributivos limitados.
A importaˆncia das a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis esta´ relacionada
com o seguinte resultado de Birkhoff:
Teorema 0.1 [1, Teorema. I. 9.4] Se V e´ uma variedade, enta˜o toda a a´lgebra
de V e´ produto subdirecto de a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis em V.
Sejam K uma classe de a´lgebras, V uma variedade e L uma a´lgebra de V.
Representamos por:
- V (K) a variedade gerada por K, i.e., a menor variedade que conte´m K;
- V (L) a subvariedade de V gerada por L.
Uma variedade V
- diz-se c-distributiva se, para cada a´lgebra L ∈ V, o reticulado de con-
grueˆncias de L e´ distributivo;
- satisfaz a propriedade de extensa˜o de congrueˆncias (P.E.C.) se, para cada
a´lgebra L ∈ V e cada suba´lgebra L′ de L, qualquer congrueˆncia de L′ e´
restric¸a˜o de uma congrueˆncia de L;
- tem congrueˆncias principais defin´ıveis equacionalmente em sentido
restrito (C.P.D.E.R.) se existe um nu´mero finito de pares de s´ımbolos
polinomiais em quatro varia´veis (p1, q1), ..., (pn, qn) tais que, para cada
a´lgebra L = (L, F ) ∈ V e elementos x, y, a, b ∈ L, se tem
(x, y) ∈ θ(a, b)⇔ pi(a, b, x, y) = qi(a, b, x, y), para todo i ∈ {1, ..., n}.
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Observac¸a˜o:
- Dado um reticulado L, o reticulado de congrueˆncias de L e´ distributivo.
- Qualquer variedade cujas a´lgebras admitem um reticulado como reduto e´
c-distributiva.
- Toda a variedade que tem C.P.D.E.R. satisfaz P.E.C. [10, Corola´rio 2].
O resultado seguinte, envolvendo a propriedade de extensa˜o de congrueˆncias,
e´ muito simples de verificar e sera´ u´til no estudo, relativo a congrueˆncias, que
apresentamos no cap´ıtulo 1.
Proposic¸a˜o 0.2 Sejam V uma variedade que satisfaz P.E.C., L ∈ V, L′ uma
suba´lgebra de L, e a, b ∈ L′. Enta˜o θ(a, b)|L′ = θL′(a, b).
0.2 A´lgebras de Ockham
Nesta secc¸a˜o destacamos noc¸o˜es e resultados relativos a algumas das
a´lgebras de Ockham que sera˜o objecto do nosso estudo: as a´lgebras-Kn,m e
as a´lgebras-MSn.
Sejam L ∈ D0,1 e f : L → L uma aplicac¸a˜o. Diz-se que f e´ um en-
domorfismo dual de L se f(0) = 1, f(1) = 0 e f(x ∧ y) = f(x) ∨ f(y),
f(x ∨ y) = f(x) ∧ f(y), para quaisquer x, y ∈ L.
Seja L = (L,∧,∨, f, 0, 1) uma a´lgebra do tipo (2, 2, 1, 0, 0) tal que (L,∧,∨, 0, 1)
e´ um reticulado distributivo limitado e f e´ um endomorfismo dual de (L,∧,∨, 0, 1).
Dizemos que L e´ uma a´lgebra
1) de Boole se x ∧ f(x) = 0 e x ∨ f(x) = 1, para todo x ∈ L;
2) de Stone se x ∧ f(x) = 0, para todo x ∈ L;
3) de De Morgan se x = f 2(x), para todo x ∈ L.
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As classes das a´lgebras de Boole, das a´lgebras de Stone e das a´lgebras de
De Morgan sa˜o variedades que representamos, respectivamente, por B, S eM.
Com o objectivo de generalizar propriedades que sa˜o comuns a`s a´lgebras de
De Morgan, a`s a´lgebras de Stone e a`s a´lgebras de Boole, J. Berman define, em
[2], a´lgebras de Ockham.
Definic¸a˜o 0.3 Uma a´lgebra de Ockham e´ uma a´lgebra L = (L,∧,∨, f, 0, 1)
do tipo (2, 2, 1, 0, 0) tal que (L,∧,∨, 0, 1) ∈ D0,1 e f e´ um endomorfismo dual
de (L,∧,∨, 0, 1).
Dada uma a´lgebra de Ockham L = (L,∧,∨, f, 0, 1), representamos por
L, quer o conjunto suporte, quer o reduto (L,∧,∨, 0, 1) ∈ D0,1. A a´lgebra L
sera´ representada apenas por (L, f) (na˜o existe risco de confusa˜o pois nunca
falaremos em ”a´lgebra com conjunto suporte L e com uma u´nica operac¸a˜o f”).
A classe das a´lgebras de Ockham e´ uma variedade que representamos por
O; e´ conveniente observar que esta variedade e´ c-distributiva e satisfaz P.E.C.,
[2, Teorema 2].
Em [2] J. Berman tambe´m apresenta a classe das a´lgebras-Kn,m; esta classe,
aqui denotada por Kn,m, e´ uma subvariedade de O.
Definic¸a˜o 0.4 Sejam n ∈ N,m ∈ N0. Chama-se a´lgebra-Kn,m a toda a a´lgebra
de Ockham L = (L,∧,∨, f, 0, 1) que satisfaz a igualdade f 2n+m(x) = fm(x),
para todo x ∈ L.
Dados n, n′ ∈ N e m,m′ ∈ N0, tem-se Kn,m ⊆ Kn′,m′ se e so´ se n | n′ e
m ≤ m′, [17]. Note-se que a variedade M das a´lgebras de De Morgan e´ a
variedade K1,0.
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Em [4], T. Blyth e J. Varlet estudam as a´lgebras de Ockham que satisfazem
id ≤ f 2, designam-nas por a´lgebras-MS e representam a subvariedade de O que
elas constituem por MS.
M. Ramalho e M. Sequeira, em [17], generalizam o conceito de a´lgebras-MS
e definem a´lgebras-MSn, para n ∈ N.
Definic¸a˜o 0.5 Seja n ∈ N. Chama-se a´lgebra-MSn a qualquer a´lgebra
L = (L,∧,∨, f, 0, 1) ∈ O que satisfac¸a x ≤ f 2n(x), para todo x ∈ L.
A classe das a´lgebras-MSn e´ tambe´m uma subvariedade de O que represen-
tamos por MSn. Para todo n ∈ N, e´ fa´cil concluir que Kn,0 ⊆MSn ⊆ Kn,1 e,
dados n, n′ ∈ N, tem-seMSn ⊆MSn′ se e so´ se n | n′, [17]. Dada uma a´lgebra
L = (L, f) ∈MSn, verifica-se que f 2n e´ um endomorfismo e um operador de
fecho do reduto L.
Se L e´ um reticulado limitado e x ∈ L e´ complementado, representamos
por c(x) o complemento de x. O conjunto dos elementos complementados de
L representa-se por C(L) e designa-se por centro de L.
Caso L = (L, f) seja uma a´lgebra de Ockham, o conjunto C(L) e´ um
subuniverso de L; para cada x ∈ L, tem-se c(f(x)) = f(c(x)). A suba´lgebra
(C(L), f) de L e´ representada por C(L).
Para qualquer t ∈ N, o conjunto f t(L) tambe´m e´ um subuniverso de L,
representando-se a suba´lgebra (f t(L), f) de L por f t(L).
Como vamos verificar, os conjuntos Ln,m = {x ∈ L | f 2n+m(x) = fm(x)}
e LMSn= {x ∈ L | x ≤ f 2n(x)}, [23], desempenham um papel importante no
estudo de a´lgebras de Ockham . As suba´lgebras (Ln,m, f) e (LMSn , f) de L sa˜o
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denotadas por Ln,m e LMSn , e sa˜o as maiores suba´lgebras de L que pertencem,
respectivamente, a Kn,m e a MSn.
Sendo L =(L, f) uma a´lgebra-MSn, tem-se
LMS = {
n−1∧
i=0
f 2i(x) : x ∈ L} = {
n−1∨
i=0
f 2i(x) : x ∈ L}.
Proposic¸a˜o 0.6 Se L =(L, f) ∈ Kn,m, enta˜o fm(L) = Ln,0.
Demonstrac¸a˜o: E´ simples verificar que fm(L) ⊆ Ln,0; relativamente a` in-
clusa˜o contra´ria, tambe´m se prova facilmente a sua validade. De facto, se
x ∈ Ln,0, enta˜o x = f 2n(x). Logo, se considerarmos q ∈ N tal que q2n ≥ m,
temos x = f q2n(x) e, portanto, x ∈ fm(L). Logo Ln,0 ⊆ fm(L).
As noc¸o˜es e os resultados que vamos agora destacar, obtidos em [20], sa˜o
relativos a a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis (s.i.) da variedade MSn e
sa˜o-nos u´teis no estudo que e´ feito nos cap´ıtulos 2 e 3.
Dada uma a´lgebra de Ockham L = (L, f), chama-se ponto fixo de L a
qualquer x ∈ L tal que f(x) = x. Por Fix(L) representa-se o conjunto dos
pontos fixos de L.
Em [2, Teorema 7], J. Berman prova que, para todo n ∈ N e m ∈ N0, Kn,m
tem apenas um nu´mero finito de a´lgebras s.i. na˜o isomorfas entre si, todas elas
finitas. Como MSn ⊆ Kn,1, do Lema 1 de [2] resulta que, se L e´ uma a´lgebra
s.i. de MSn, enta˜o
- L1,0 = {0, 1} ∪ Fix(L);
- L tem, no ma´ximo, dois pontos fixos, e estes sa˜o complementares.
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Como M. Sequeira prova em [20], a descric¸a˜o de cada a´lgebra s.i.
L = (L, f) ∈ MSn esta´ relacionada com o nu´mero de pontos fixos de L, a
suba´lgebra Ln,0 e a relac¸a˜o bina´ria ker f definida em L da seguinte forma:
(x, y) ∈ ker f ⇔ f(x) = f(y), para todo x, y ∈ L.
E´ evidente que ker f ∈ Con(L).
Dado l ∈ {1, 2}, representa-se por Lln,0 o conjunto {x ∈ Ln,0 : |[x]ker f | = l}.
O processo para identificar as a´lgebras s.i em MSn e´ ana´logo ao que foi
usado por J. Vaz de Carvalho, em [28], para identificar as a´lgebras s.i. de
Kn,0. Tal foi motivado pela relac¸a˜o existente entre as a´lgebras s.i. de MSn e
as a´lgebras simples de Kn,0; esta relac¸a˜o e´ evidente no resultado seguinte.
Proposic¸a˜o 0.7 [20, Proposic¸a˜o 2.3] Seja L ∈MSn.
i) Se L e´ s.i., enta˜o Ln,0 e´ simples.
ii) L e´ s.i. se e so´ se |L| > 1 e |Con(L)| ≤ 3.
Observac¸a˜o: Da proposic¸a˜o anterior e atendendo a que MSn satisfaz P.E.C.,
conclui-se que toda a suba´lgebra na˜o trivial de uma a´lgebra s.i. e´ tambe´m s.i..
Tendo em conta que o estudo de a´lgebras s.i. de MSn esta´ relacionado
com as a´lgebras simples de Kn,0, vamos agora recordar alguns factos sobre
estas u´ltimas.
Definic¸a˜o 0.8 [18] Para cada m ∈ N, Bm = (Bm, φ) e´ a a´lgebra de Km,0
cujo reduto em D0,1 e´ o reticulado de Boole Bm de a´tomos a0, a1, ..., am−1, e
em que φ e´ o automorfismo dual de Bm induzido porφ(ai) = c(ai+1(modm)),
0 ≤ i ≤ m− 1.
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Dado n ∈ N, a a´lgebra B2n tem dois pontos fixos, a saber, k0,n =
∨n−1
i=0 a2i e
k1,n =
∨n−1
i=0 a2i+1. Dados s,m ∈ N, se s | m, enta˜o Bs e´, a menos de isomor-
fismo, suba´lgebra de Bm.
Para cada j ∈ {0, 1}, representa-se por Cj,n = (Cj,n, φ) a suba´lgebra de B2n
gerada por {aj}. Note-se que C1,n ∼= C0,n.
Para cada elemento a ∈ B2n tal que
• a = ai1 ∨ ...∨ ais−1 ∨ a0 com 2 ≤ s ≤ n e i1, ..., is−1 ı´mpares tais que, para
todo o p, 1 ≤ p ≤ s− 1, existe q, 1 ≤ q ≤ s− 1, tal que ip+ iq = 2n, (∗1n).
Representa-se por Ca1,n a suba´lgebra de B2n gerada por {a1, a}.
Para cada elemento b ∈ B2n tal que,
• b = al1∨...∨alv−1∨a1 com 2 ≤ v ≤ n e l1, ..., lv−1 pares tais que, para todo
o p, 1 ≤ p ≤ v−1, existe q, 1 ≤ q ≤ v−1, tal que lp+lq ≡ 2(mod 2n),(∗0n).
Representa-se por Cb0,n a suba´lgebra de B2n gerada por {a0, b}.
Em [28, Teoremas 2.7, 2.9, 2.14-2.23], J. Vaz de Carvalho prova que as
a´lgebras simples de Kn,0 sa˜o, a menos de isomorfismo, as seguintes :
- sem pontos fixos: Br, em que r | n, r ı´mpar;
- com dois pontos fixos: B2r em que r | n;
- com um so´ ponto fixo: C1,r, Ca1,r em que r | n e a ∈ B2n satisfaz (∗1r).
Para o estudo de a´lgebras s.i. deMSn, M. Sequeira precisou no entanto de
construir outras a´lgebras, que passamos a descrever.
Dados n ∈ N representamos por n uma cadeia com n elementos.
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Para m ∈ N, seja Um = 3 × 2m−1. O conjunto J(Um) dos elementos
∨-irredut´ıveis na˜o nulos de Um e´ unia˜o disjunta de uma cadeia com dois ele-
mentos, a0 > am, e m − 1 cadeias singulares, ai, 1 ≤ i ≤ m − 1. O conjunto
dos a´tomos de C(Um) e´ At = {ai | 0 ≤ i ≤ m− 1}.
Definic¸a˜o 0.9 Para cada m ∈ N, designamos por Um a a´lgebra
(Um,Φ) ∈ MSm em que Φ e´ o endomorfismo dual de Um induzido por
Φ(ai) = c(ai+1(modm)), 0 ≤ i ≤ m− 1, e Φ(am) = c(a1(modm)).
O elemento
m∨
i=1
ai de Um e´ representado por um e e´ tal que um ¿ 1 e Φ(um) = 0.
Dados s,m ∈ N, verifica-se que:
- (Um)m,0 = C(Um) e (Um)m,0 ∼= Bm;
- a a´lgebra U2m tem dois pontos fixos : k0,m =
∨m−1
i=0 a2i e k1,m =
∨m−1
i=0 a2i+1;
- se s | m, enta˜o Us e´, a menos de isomorfismo, suba´lgebra de Um. De
facto, sendo m = sq, Us e´ isomorfa a` suba´lgebra de Um gerada por
{∨q−1i=0 ais+j | 0 ≤ j ≤ s−1}∪{∨qi=1 ais}; o elemento desta suba´lgebra que
corresponde a us e´
∨s−1
j=1(
∨q−1
i=0 ais+j) ∨
∨q
i=1 ais = um. Assim, a a´lgebra
U2s e´, a menos de isomorfismo, suba´lgebra de U2m, tendo-se u2s = u2m e
kj,s = kj,m, j ∈ {0, 1}.
Como (U2n)n,0 ∼= B2n, dados j ∈ {0, 1} e um elemento a ∈ (U2n)n,0 que
satisfaz (∗jn), usamos a mesma notac¸a˜o Cj,n, Caj,n para representar as suba´lgebras
de U2n geradas, respectivamente, por {aj} e {aj, a}.
Para j ∈ {0, 1}, seja Cj,n = {Cj,n} ∪ {Caj,n | a ∈ (U2n)n,0, a satisfaz (∗jn)}.
Cada a´lgebra X ∈ Cj,n tem um so´ ponto fixo: kj,n =
∨n−1
i=0 a2i+j.
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Para cada X = (X,Φ) ∈ C1,n, representamos por Xu2n = (Xu2n ,Φ) a
suba´lgebra de U2n gerada por X ∪ {u2n}. Observe–se que (Xu2n)n,0 = X e
Fix(Xu2n) = {k1,n} onde [k1,n]kerΦ e´ um conjunto singular.
Consideremos YC0,n = C0,n ∩ [kn,0, 1] e YCb0,n = Cb0,n ∩ [kn,0 ∨ b′, 1], onde
b′ =
∨{a2i+1 | 0 ≤ i ≤ n − 1, a0  Φ2i(b)} sempre que b ∈ (U2n)n,0 e b sa-
tisfaz (∗0n).
Para cada a´lgebra X = (X,Φ) ∈ C0,n e cada y ∈ YX , representamos por
Xy∧u2n = (Xy∧u2n ,Φ) a suba´lgebra de U2n gerada por X ∪ {y ∧ u2n} e tem-
-se que (Xy∧u2n)n,0 = X e Fix(Xy∧u2n) = {k0,n}.
Recorrendo a`s a´lgebras descritas, M. Sequeira prova enta˜o o seguinte:
Teorema 0.10 [20, Teorema 2.8] Seja L ∈MSn.
i) L e´ s.i. e Fix(L) = ∅ se e so´ se L ∼= Bm ou L ∼= Um com m divisor ı´mpar
de n.
ii) L e´ s.i. e |Fix(L)| = 2 se e so´ se L ∼= B2m ou L ∼= U2m com m divisor
de n.
Proposic¸a˜o 0.11 [20, Proposic¸a˜o 2.9] i) Se n e´ ı´mpar, enta˜o Bn e Un sa˜o,
a menos de isomorfismo, as u´nicas a´lgebras s.i que pertencem a MSn, na˜o
pertencem a MSt, para t < n, e na˜o teˆm pontos fixos. Se n e´ par, na˜o
existem, em MSn\
⋃
t < nMSt, a´lgebras s.i sem pontos fixos.
ii) Para qualquer natural n, B2n e U2n sa˜o, a menos de isomorfismo, as u´nicas
a´lgebras s.i que pertencem a MSn, na˜o pertencem a MSt, para t < n, e teˆm
dois pontos fixos.
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Teorema 0.12 [20, Teorema 2.17] Seja L ∈ MSn uma a´lgebra tal que
Fix(L) = {k}.
i) L e´ s.i. e k ∈ L1n,0 se e so´ se L ∼= X ou L ∼= Xu2n onde X ∈ C1,m, para
algum divisor m de n.
ii) L e´ s.i. e k ∈ L2n,0 se e so´ se L ∼= Xy∧u2n onde X ∈ C0,m, para algum
divisor m de n, e y ∈ YX .
Teorema 0.13 [20, Teorema 2.18]As a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis em
MSn sa˜o, a menos de isomorfismo, as suba´lgebras de U2n.
Dado que cada a´lgebra s.i. de MSn e´ isomorfa a uma e uma so´ a´lgebra da
classe
{Bs, Us : s ∈ N, s | n e s e´ ı´mpar} ∪ {B2s, U2s : s ∈ N e s | n}
∪ {X , Xu2n : X ∈ C1,m e m | n}
∪ {Xy∧u2n : X ∈ C0,m, m | n e y ∈ YX },
para o estudo feito nos cap´ıtulos 2 e 3 (relacionado com a´lgebras s.i. de MSn)
e´ pois suficiente considerarmos os elementos desta classe.
0.3 A´lgebras de Ockham duplas
Como ja´ hav´ıamos referido, o nosso estudo e´ tambe´m dedicado a a´lgebras
de Ockham duplas. Tal como o pro´prio nome indica, a noc¸a˜o de a´lgebra de
Ockham dupla esta´ associada ao conceito de a´lgebra de Ockham. No texto
que se segue vamos recordar de que forma estes dois tipos de a´lgebras esta˜o
relacionados assim como alguns resultados relativos a`s a´lgebras duplas.
Dada uma a´lgebra L = (L,∧,∨, f, g, 0, 1) do tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0), diz-se que
L e´ uma a´lgebra de Stone dupla, [13], [1], se (L,∧,∨, f, 0, 1) e (L,∧,∨, g, 0, 1)
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sa˜o a´lgebras de Stone e as operac¸o˜es f e g satisfazem as seguintes condic¸o˜es:
i) x ≤ f 2(x),
ii) g2(x) ≤ x,
iii) gf(x) = f 2(x), fg(x) = g2(x).
Atentendo a que a variedade MS conte´m as a´lgebras de Stone, T. Blyth
e J. Varlet, em [5], generalizaram as propriedades das a´lgebras de Stone du-
plas e introduziram a noc¸a˜o de a´lgebra-MS dupla. Diz-se que uma a´lgebra
L = (L,∧,∨, f, g, 0, 1) do tipo (2, 2, 1, 0, 0) e´ uma a´lgebra-MS dupla se
(L,∧,∨, f, 0, 1) e (L,∧,∨, g, 0, 1) sa˜o a´lgebras de Ockham e as operac¸o˜es f
e g satisfazem as condic¸o˜es (i), (ii) e (iii). Por DMS denota-se a variedade das
a´lgebras-MS duplas. Representando por Ld o reticulado dual de L, facilmente
verificamos que (L,∧,∨, f, 0, 1) e (Ld,∧,∨, g, 0, 1) sa˜o a´lgebras-MS e que as
aplicac¸o˜es gf e fg sa˜o, respectivamente, um operador de fecho e um operador
de interior em (L,∧,∨, 0, 1).
Em [21], M. Sequeira tambe´m estuda a´lgebras duplas e generaliza os con-
ceitos de a´lgebra de Stone dupla e de a´lgebra-MS dupla da seguinte forma:
Definic¸a˜o 0.14 Uma a´lgebra L = (L,∧,∨, f, g, 0, 1) do tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0)
diz-se uma a´lgebra de Ockham dupla ou uma a´lgebra-O2 se (L,∧,∨, f, 0, 1) e
(L,∧,∨, g, 0, 1) sa˜o a´lgebras de Ockham.
A classe das a´lgebras-O2 e´ uma variedade que se denota por O2. A` seme-
lhanc¸a da notac¸a˜o estabelecida para a´lgebras de Ockham, dada uma a´lgebra
L = (L,∧,∨, f, g, 0, 1) ∈ O2, representamos por L quer o conjunto suporte
de L quer o reduto (L,∧,∨, 0, 1). A a´lgebra dupla L e´ representada de forma
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abreviada por L = (L, f, g) e as a´lgebras de Ockham redutos de L representam-
-se por (L, f) e (L, g).
M. Sequeira, no mesmo trabalho em que introduz a´lgebras de Ockham
duplas, define a´lgebra-MSn dupla, para cada n ∈ N. Este conceito surge
naturalmente a partir da definic¸a˜o de a´lgebra-MS dupla, uma vez que a noc¸a˜o
de a´lgebra-MSn dupla esta´ relacionada com a de a´lgebra-MSn da mesma forma
que a noc¸a˜o de a´lgebra-MS dupla se relaciona com a de a´lgebra-MS.
Definic¸a˜o 0.15 Seja n ∈ N. Chama-se a´lgebra-MSn dupla a toda a a´lgebra
(L, f, g) ∈ O2 que satisfaz fg = g2n ≤ id≤ f 2n = gf.
A variedade das a´lgebras-MSn duplas e´ denotada por DMSn. Dados
n′, n ∈ N, tem–se DMSn′ ⊆ DMSn se e so´ se n′ | n, [21].
Como consequeˆncia da relac¸a˜o existente entre as operac¸o˜es f e g de uma
a´lgebra L = (L, f, g) ∈ DMSn, M. Sequeira estabelece o seguinte resultado:
Proposic¸a˜o 0.16 [20, Lema 5.3] Sejam n ∈ N e L = (L, f, g) ∈ DMSn.
Enta˜o
i) f igi = g2n, gif i = f 2n, para qualquer i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ 2n.
ii) f igj = gj−i(mod 2n), gjf i = f i−j(mod 2n) sempre que i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ 2n.
iii) Im f = Im g.
iv) {x ∈ L : x = f(x)} = {x ∈ L : x = g(x)} = {x ∈ L : x = f(x) = g(x)}.
v) f 2k+1 ≤ g2n−2k−1, g2n−2k ≤ f 2k, para qualquer k ∈ N tal que
0 ≤ k ≤ n− 1.
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Sejam n,m ∈ N. Para (L, f) ∈ Kn,m, verifica-se que f 2n+k = fk, para
todo k ∈ N tal que k ≥ m. Se 2n ≥ m, a correspondeˆncia g = f 2n−1 e´
um endomorfismo dual de L satisfazendo g2n = f 2n e g2n+m = gm, tendo-
se tambe´m que gf = f 2n e fg = g2n. De um modo geral, se q e´ o menor
nu´mero natural maior ou igual a m/2n (denotado no texto que se segue por
q = dm/2ne), o endomorfismo dual g = f q2n−1 de L satisfaz g2n+m = gm
e gq2n = f q2n, e portanto, gf = f q2n e fg = gq2n. Tendo em conta estas
observac¸o˜es surge, em [21], a seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 0.17 Sejam n,m ∈ N e q = dm/2ne . Chama-se a´lgebra-Kn,m
dupla a qualquer a´lgebra L = (L,∧,∨, f, g, 0, 1) ∈ O2 que satisfaz
i) f 2n+m = fm,
ii) g2n+m = gm,
iii) fg = gq2n, gf = f q2n.
A variedade das a´lgebras-Kn,m duplas representa-se por DKn,m. Dados
n′, n,m′,m ∈ N, prova-se que DKn′,m′ ⊆ DKn,m se e so´ se n′ | n e m′ ≤ m,
[21, Proposic¸a˜o 1].
Seja L = (L, f, g) ∈ DKn,m. Dado t ∈ Z, seja r(t) o resto da divisa˜o do
inteiro t por 2n e, para 1 ≤ i, j ≤ 2n +m − 1, seja qi,j = m + r(j − i − m)
(observe-se que m ≤ qi,j ≤ 2n + m − 1). Uma vez que, para todo k ≥ m,
f 2n+k = fk e g2n+k = gk, M. Sequeira prova a seguinte proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 0.18 [21, Proposic¸a˜o 2] Sejam n,m ∈ N, q = dm/2ne e
L = (L, f, g) ∈ DKn,m. Enta˜o
i) gif i = f q2n, f igi = gq2n, 1 ≤ i ≤ 2n+m− 1.
ii) gif j = f qi,j , f jgi = gqj,i, 1 ≤ i, j ≤ 2n+m− 1.
iii) fm(L) = gm(L).

Cap´ıtulo 1
Congrueˆncias em a´lgebras-Kn,m
e em a´lgebras-Kn,m duplas
Em [8, Cap´ıtulo 8], T. Blyth e J. Varlet estudam questo˜es relativas a con-
grueˆncias definidas em a´lgebras-K1,1. Em particular, descrevem o complemen-
to de congrueˆncias principais complementadas e, recorrendo a` descric¸a˜o ob-
tida, caracterizam estas congrueˆncias. Na primeira parte do cap´ıtulo, secc¸a˜o
1.1, analisamos as mesmas questo˜es para congrueˆncias principais definidas em
a´lgebras-Kn,m, [14, Teorema 2.10].
M. Ramalho, em [16], estabelece um isomorfismo entre o reticulado de
congrueˆncias de uma a´lgebra L ∈ Kn,m e o reticulado de congrueˆncias da maior
suba´lgebra de L que pertence a K1,m; sendo esta suba´lgebra representada por
L1,m, o isomorfismo e´ definido associando a cada congrueˆncia definida em L
a sua restric¸a˜o a L1,m. Tendo em conta a definic¸a˜o desta bijecc¸a˜o, decidimos
estudar em que condic¸o˜es a restric¸a˜o a L1,m de uma congrueˆncia principal
definida em L e´ uma congrueˆncia principal em L1,m. Obtemos uma condic¸a˜o
necessa´ria e suficiente para que tal acontec¸a e, com base nesta mesma condic¸a˜o,
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chegamos a` conclusa˜o que nem sempre a restric¸a˜o a L1,m de uma congrueˆncia
principal definida em L e´ uma congrueˆncia principal em L1,m.
Na segunda secc¸a˜o do cap´ıtulo continuamos a estudar congrueˆncias prin-
cipais, mas desta vez definidas em a´lgebras-Kn,m duplas; de forma semelhante
ao que foi feito na secc¸a˜o 1.1, obtemos a descric¸a˜o do complemento de con-
grueˆncias principais complementadas, [15, Teorema 2.9], e caracterizamos essas
congrueˆncias, [15, Teorema 2.11]. Os resultados aqui obtidos sa˜o uma genera-
lizac¸a˜o do estudo feito por T. Blyth e J. Varlet em [8, Cap´ıtulo 14], onde os au-
tores ja´ haviam abordado este assundo para congrueˆncias principais definidas
em a´lgebras-MS duplas.
De [21] e de [2, Corola´rio Teorema 1] sabemos que as congrueˆncias princi-
pais definidas numa a´lgebra-Kn,m dupla L = (L, f, g) e as congrueˆncias prin-
cipais definidas em (L, f) e em (L, g) podem ser descritas como supremo de
congrueˆncias do reticulado L. Tendo em conta estas descric¸o˜es e a relac¸a˜o
existente entre as operac¸o˜es f e g, facilmente se conclui que cada congrueˆncia
principal definida numa a´lgebra-Kn,m dupla e´ o supremo (no reticulado de con-
grueˆncias de L) de congrueˆncias principais definidas nas a´lgebras-Kn,m simples
(L, f) e (L, g). Deste facto resulta que o estudo de congrueˆncias principais
definidas em a´lgebras-Kn,m duplas esta´ relacionado com os resultados obtidos
na secc¸a˜o 1.1.
1.1 Congrueˆncias em a´lgebras-Kn,m
Iniciamos esta secc¸a˜o apresentando alguma da notac¸a˜o que aqui e´ usada
e fazendo a revisa˜o de alguns resultados relativos a congrueˆncias definidas em
a´lgebras-Kn,m.
Dada uma a´lgebra L = (L, f) ∈ O, denotam-se por Con(L) o reticulado
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de congrueˆncias de L e por ConR(L) o reticulado de congrueˆncias do reduto
L. Para identificar os elementos de ConR(L) utilizaremos tambe´m o ı´ndice R.
Sendo a, b elementos de L, representa-se por θ(a, b) e θR(a, b), respectivamente,
o menor elemento de Con(L) e ConR(L) que identifica a e b. E´ suficiente
estudar θ(a, b) para a ≤ b, uma vez que, se θ ∈ Con(L) e x, y ∈ L, enta˜o
(x, y) ∈ θ se e so´ se (x ∧ y, x ∨ y) ∈ θ.
A proposic¸a˜o que apresentamos a seguir e´ fundamental no estudo de con-
grueˆncias definidas em a´lgebras-Kn,m. Dada uma congrueˆncia principal defini-
da numa a´lgebra-Kn,m L, J. Berman obte´m a sua descric¸a˜o como um supremo
de congrueˆncias principais do reticulado reduto de L:
Proposic¸a˜o 1.1 [2, Cor. Teorema 1] Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L com
a ≤ b. Enta˜o
θ(a, b) =
2n+m−1∨
i=0
θR (f
i(a), f i(b)) .
Muitos dos resultados estabelecidos neste cap´ıtulo recorrem a` descric¸a˜o
anterior; por tal motivo conve´m recordar alguns factos relativos a congrueˆncias
principais definidas num reticulado distributivo L.
Dados x, y, z, w ∈ L, verifica-se que:
R0) para z ≤ w, (x, y) ∈ θ(z, w) se e so´ se x ∧ z = y ∧ z e x ∨ w = y ∨ w;
R1) θ(x ∧ y, x) = θ(y, x ∨ y);
R2) θ(x, y)∧ θ(z, w) = θ(x∨ z, x∨ z ∨ (y ∧w)) = θ(y ∧w ∧ (x∨ z), y ∧w);
portanto θ(x, y) ∧ θ(z, w) = 4 se e so´ se y ∧ w ≤ x ∨ z.
Como consequeˆncia da proposic¸a˜o anterior e de R0), M. Sequeira pro-
va que qualquer congrueˆncia principal definida numa a´lgebra-Kn,m pode ser
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descrita por equac¸o˜es (a` semelhanc¸a do que acontece com congrueˆncias prin-
cipais definidas num reticulado), i.e., Kn,m tem C.P.D.E.R., [19, 4.4, Teorema
7]. De facto, verifica-se que cada congrueˆncia principal e´ descrita por 22n+m
equac¸o˜es.
Teorema 1.2 [19, 4.4, Teorema 8] Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L, tais
que a ≤ b e x, y ∈ L.
Enta˜o (x, y) ∈ θ(a, b) se e so´ se(
x ∧ ∧
i∈F
f 2i(a) ∧ ∧
j∈G
f 2j+1(b)
)
∨ ∨
k∈T\F
f 2k(b) ∨ ∨
l∈T ′\G
f 2l+1(a)
=
(
y ∧ ∧
i∈F
f 2i(a) ∧ ∧
j∈G
f 2j+1(b)
)
∨ ∨
k∈T\F
f 2k(b) ∨ ∨
l∈T ′\G
f 2l+1(a)
para cada F ⊆ T e cada G ⊆ T ′, sendo
T = T ′ = {0, 1, 2, ..., n+ m−2
2
} se m e´ par ou
T = {0, 1, 2, ..., n+ m−1
2
}, T ′ = {0, 1, 2, ..., n+ m−3
2
} se m e´ ı´mpar.
O lema seguinte tambe´m e´ essencial neste estudo e estabelece que toda a
congrueˆncia principal definida numa a´lgebra de Ockham L = (L, f) e que e´
gerada por elementos de L1,0 e´ uma congrueˆncia complementada.
Lema 1.3 [23] Sejam L = (L, f) ∈ O e a, b ∈ L1,0 tais que a ≤ b.
Enta˜o θ(a, b) e´ complementada em Con(L), tendo-se
θ(a, b)′ = θ (f(a) ∨ b, 1) ∨ θ (f(a), f(a) ∨ a) ∨ θ (b, b ∨ f(b))
= θ (0, a ∧ f(b)) ∨ θ (a ∧ f(a), a) ∨ θ (b ∧ f(b), f(b)) .
Para determinarmos o complemento de uma congrueˆncia principal com-
plementada precisamos de estabelecer mais alguns resultados, que a seguir se
demonstram.
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Teorema 1.4 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b. Enta˜o,
para todo q ∈ N, e para todo k ∈ N tal que k ≥ m,
θ(a, b)|fk(L) = θ (f q2n(a), f q2n(b)) |fk(L).
Demonstrac¸a˜o: Se (fk(x), fk(y)) ∈ θ(f q2n(a), f q2n(b)) resulta de imediato
que (fk(x), fk(y)) ∈ θ(a, b), pois θ (f q2n(a), f q2n(b)) ≤ θ(a, b).
Se
(
fk(x), fk(y)
) ∈ θ(a, b), enta˜o fk(x) e fk(y) satisfazem as 22n+m equac¸o˜es
que caracterizam θ(a, b) (Teorema 1.2). Aplicando f q2n a ambos os membros
das igualdades, e atendendo a que k ≥ m, vem que f q2n(fk(x)) = fk(x) e
f q2n(fk(y)) = fk(y) satisfazem as 22n+m equac¸o˜es que caracterizam
θ (f q2n(a), f q2n(b)). Temos, enta˜o, que
(
fk(x), fk(y)
) ∈ θ (f q2n(a), f q2n(b)).
Proposic¸a˜o 1.5 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m, i ∈ N0, k ∈ N tal que k ≥ m e
a, b ∈ L tais que a ≤ b. Enta˜o, dados x, y ∈ L,
(x, y) ∈ θR (f i(a), f i(b))⇒
(
fk(x), fk(y)
) ∈ θR (f t(a), f t(b)),
para algum t ∈ {m, ..., 2n+m− 1}.
Demonstrac¸a˜o: Se x e y sa˜o elementos de L tais que (x, y) ∈ θR (f i(a), f i(b))
para algum i ∈ N0, enta˜o
(
fk(x), fk(y)
) ∈ θR (fk(f i(a)), fk(f i(b)). Como
k ≥ m, temos fk+i(a) = f t(a) e fk+i(b) = f t(b), com t ∈ {m, ..., 2n+m− 1},
e desta forma concluimos que
(
fk(x), fk(y)
) ∈ θR (f t(a), f t(b)).
Proposic¸a˜o 1.6 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b. Enta˜o
θ(a, b)|fm(L) =
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
) |fm(L).
Demonstrac¸a˜o: Sabemos da Proposic¸a˜o 1.1 que
θ(a, b) =
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
)
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e e´ imediato que
2n+m−1∨
k=0
θR(f
k(a), fk(b))|fm(L) ≤
(
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
)) |fm(L).
Relativamente a` desigualdade contra´ria verifica-se tambe´m a sua validade. De
facto, se x, y sa˜o elementos de L tais que
(x, y) ∈
(
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
)) |fm(L),
enta˜o x, y ∈ fm(L) e (x, y) ∈
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
)
. Consequentemente,
existem s ∈ N e elementos x0 = x, x1, ..., xs = y ∈ L tais que, para
cada v ∈ {0, ..., s − 1}, (xv, xv+1) ∈ θR
(
fkv(a), fkv(b)
)
, para algum
kv ∈ {0, ..., 2n + m − 1}. Sendo q = dm/2ne , resulta da Proposic¸a˜o 1.5 que
(f q2n(xv), f
q2n(xv+1)) ∈ θR (f tv(a), f tv(b)) , para algum tv ∈ {m, ..., 2n+m−1}.
Como q2n ≥ m, enta˜o (f q2n(xv), f q2n(xv+1)) ∈ θR (f tv(a), f tv(b)) |fm(L). Logo
(f q2n(x), f q2n(y)) ∈
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
) |fm(L)
onde f q2n(x) = x e f q2n(y) = y pois x, y ∈ fm(L). Assim, concluimos que(
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
)) |fm(L) ≤2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(a), fk(b)
) |fm(L).
Proposic¸a˜o 1.7 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m, p ∈ N, e ai, bi ∈ L tais que
ai ≤ bi, para i ∈ {1, ..., p}. Enta˜o,(
p∨
i=1
θ(ai, bi)
)
|fm(L) =
p∨
i=1
θ(ai, bi)|fm(L).
Demonstrac¸a˜o: Dados x, y ∈ L tais que (x, y) ∈ (∨pi=1 θ(ai, bi)) |fm(L), tem-
-se que x, y ∈ fm(L) e (x, y) ∈ ∨pi=1 θ(ai, bi). Enta˜o da Proposic¸a˜o 1.1
resulta que (x, y) ∈
p∨
i=1
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(ai), f
k(bi)
)
, o que significa que existem
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s ∈ N e elementos x0 = x, x1, ..., xs = y pertencentes a L tais que, pa-
ra cada v ∈ {0, ..., s − 1}, (xv, xv+1) ∈ θR
(
fkv(aiv), f
kv(biv)
)
, para algum
kv ∈ {0, ..., 2n+m− 1} e algum iv ∈ {1, ..., p}.
Se considerarmos q = dm/2ne, sabemos pela Proposic¸a˜o 1.5 que(
f q2n(xv), f q2n(xv+1)
) ∈ θR (f tv(aiv), f tv(biv)), com tv ∈ {m, ..., 2n+m−1}. Logo(
f q2n(xv), f q2n(xv+1)
) ∈ θR (f tv(aiv), f tv(biv)) |fm(L), para cada v ∈ {0, ..., s − 1}.
Como f q2n(x) = x e f q2n(y) = y, podemos enta˜o concluir que
(x, y) ∈
p∨
i=1
2n+m−1∨
k=0
θR
(
fk(ai), f
k(bi)
) |fm(L).
Tendo em conta a Proposic¸a˜o 1.6 vem que (x, y) ∈ ∨pi=1 θ(ai, bi)|fm(L), e
portanto (
∨p
i=1 θ(ai, bi)) |fm(L) ≤
∨p
i=1 θ(ai, bi)|fm(L). Dado que a desigualdade
contra´ria e´ o´bvia, temos que (
∨p
i=1 θ(ai, bi)) |fm(L) =
∨p
i=1 θ(ai, bi)|fm(L).
Proposic¸a˜o 1.8 Sejam L = (L, f) ∈ O, θ ∈ Con(L) e k ∈ N. Se
θ ∈ C(Con(L)), enta˜o θ|fk(L) ∈ C(Con(fk(L))). De facto, sendo θ′ o comple-
mento de θ em Con(L), enta˜o θ′|fk(L) e´ o complemento de θ|fk(L) em Con(fk(L)).
Demonstrac¸a˜o: Seja θ′ o complemento de θ em Con(L).Dado que θ∧θ′ = 4
e θ|fk(L)∧θ′|fk(L) ≤ θ∧θ′, conclui-se de imediato que θ|fk(L)∧θ′|fk(L) = 4fk(L).
Por outro lado, e uma vez que (0, 1) ∈ θ ∨ θ′, existem x0, x1, ..., xn ∈ L tais
que
0 = x0
θ≡ x1 θ
′
≡ x2 θ≡ ... θ
′
≡ xn−2 θ≡ xn−1 θ
′
≡ xn = 1.
Se aplicarmos fk a cada um dos elementos obtemos
fk(0) = fk(x0)
θ≡ fk(x1) θ
′
≡ fk(x2) θ≡ ... θ
′
≡ fk(xn−2) θ≡ fk(xn−1) θ
′
≡ fk(xn) = fk(1)
e portanto
(
fk(0), fk(1)
) ∈ θ|fk(L) ∨ θ′|fk(L). Em ambos os casos, k par e k
ı´mpar, e´ o´bvio que (0, 1) ∈ θ|fk(L)∨θ′|fk(L); logo θ|fk(L)∨θ′|fk(L) = ∇fk(L). Desta
forma, concluimos que θ′|fk(L) e´ o complemento de θ|fk(L) em Con(fk(L)).
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Definic¸a˜o 1.9 Sejam p ∈ N e (E,≤) um conjunto parcialmente ordenado.
Da´-se a designac¸a˜o de p-escada a um subconjunto {a1, ...., ap, b1, ..., bp} de E
tal que a1 ≤ ... ≤ ap e b1 ≤ ... ≤ bp e ai ≤ bi, para todo i ∈ {1, ..., p}.
Denotamos uma p-escada por (ai, bi)p.
Exemplo 1.10 Para n ∈ N, T = {0, 1, ..., n − 1} e s ∈ {1, ..., n} seja
Ts = {J : J ⊆ T, |J | = s}. Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L tais que
a ≤ b. Para s ∈ {1, ..., n} sejam
a˜s =
∧
J∈Ts
∨
j∈J
f 2j(a), b˜s =
∧
J∈Ts
∨
j∈J
f 2j(b).
Como e´ simples de verificar, {a˜s, b˜s : s = 1, ..., n} e´ uma n-escada formada por
elementos de L1,m, [24].
Recorrendo a` n-escada (a˜s, b˜s)n definida no exemplo anterior, M. Sequei-
ra prova que toda a congrueˆncia principal definida numa a´lgebra-Kn,m L e´
supremo de congrueˆncias principais geradas por elementos de L1,m.
Proposic¸a˜o 1.11 [24] Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b.
Enta˜o
θ(a, b) =
n∨
s=1
θ(a˜s,b˜s).
Uma vez que cada congrueˆncia, definida numa a´lgebra A, e´ o supremo
de congrueˆncias principais, resulta desta proposic¸a˜o que cada congrueˆncia θ,
definida numa a´lgebra L ∈ Kn,m, e´ supremo de congrueˆncias principais geradas
por elementos de L1,m.
Nesta secc¸a˜o o nosso objectivo e´ caracterizar as congrueˆncias principais,
definidas em a´lgebras-Kn,m, que sa˜o complementadas. Tal sera´ conseguido a
partir do estudo de congrueˆncias do tipo θ =
∨p
s=1 θ(cs, ds), onde (cs, ds)p e´
uma p-escada formada por elementos de L1,m.
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Note-se que se cada congrueˆncia θ(cs, ds) e´ complementada, enta˜o e´ o´bvio que
θ tambe´m e´ complementada e tem-se θ′ =
∧p
s=1 θ(cs, ds)
′. Pore´m, a existeˆncia
de θ′ na˜o obriga a que cada θ(cs, ds) seja complementada. De facto, sendo
θ complementada, vamos verificar que a descric¸a˜o de θ′ esta´ relacionada com
o resultado do Lema 1.3 e que e´ poss´ıvel obter esta descric¸a˜o mesmo sem
sabermos se cada θ(cs, ds) e´ complementada.
No texto que se segue consideramos L ∈ Kn,m, p ∈ N e θ =
∨p
s=1 θ(cs, ds),
onde (cs, ds)p e´ uma p-escada formada por elementos de L1,m. Designamos por
i-par, com i ∈ N, o par ordenado (u, v) tal que
(u, v) =
 (i, i+ 1) se i e´ par;(i+ 1, i) se i e´ ı´mpar.
Denotamos por (k, l) om-par. Vamos assumir tambe´m que θ e´ complementada.
Nestas condic¸o˜es, se tomarmos q = dm/2ne temos que f q2n(cs) e f q2n(ds) sa˜o
elementos de fm(L). Enta˜o, recorrendo a`s proposic¸o˜es 1.7, 1.4 e 0.2, vem que:
θ|fm(L) =
(
p∨
s=1
θ(cs,ds)
)
|fm(L) =
p∨
s=1
θ(cs,ds)|fm(L)
=
p∨
s=1
θ (f q2n(cs), f
q2n(ds)) |fm(L) =
p∨
s=1
θfm(L) (f
q2n(cs), f
q2n(ds)) .
Como cs,ds ∈ L1,m e q2n ≥ m, tem-se que f q2n(cs), f q2n(ds) ∈ L1,0. Logo, pelo
Lema 1.3, sabemos que cada congrueˆncia θfm(L) (f
q2n(cs), f
q2n(ds)) e´ comple-
mentada em Con(fm(L)).
Dado que q2n = m+ r vem, para cada x ∈ L1,m, que:
- se m e´ par, f q2n(x) = fm(x) e f q2n+1(x) = fm+1(x),
- se m e´ ı´mpar, f q2n(x) = fm+1(x) e f q2n+1(x) = fm(x).
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Logo, do Lema 1.3 e das proposic¸o˜es 0.2 e 1.7, resulta que
θfm(L)
(
f q2n(cs), f q2n(ds)
)′
= θfm(L)
(
f q2n(ds) ∨ f q2n+1(cs), 1
)∨ θfm(L) (f q2n(ds), f q2n(ds) ∨ f q2n+1(ds))
∨ θfm(L)
(
f q2n+1(cs), f q2n+1(cs) ∨ f q2n(cs)
)
= θfm(L)
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
) ∨ θfm(L) (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds))
∨ θfm(L)
(
f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs)
)
= θ
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
) |fm(L) ∨ θ (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds)) |fm(L)
∨ θ (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs)) |fm(L)
=
[
θ
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
) ∨ θ (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds))
∨ θ (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs))] |fm(L).
Daqui em diante a congrueˆncia
θ
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
)∨ θ (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds))∨ θ (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs))
vai ser representada por ϕ(cs, ds).
Dado que θ|fm(L) =
∨p
s=1 θfm(L) (f
q2n(cs), f
q2n(ds)) e que cada congrueˆncia
θfm(L)(f
q2n(cs), f
q2n(ds)) e´ complementada, a congrueˆncia θ|fm(L) tambe´m e´
complementada e tem-se:
(θ|fm(L))′ =
p∧
s=1
θfm(L) (f
2nq(cs), f
2nq(ds))
′
=
p∧
s=1
(
ϕ(cs, ds)|fm(L)
)
=
(
p∧
s=1
ϕ(cs, ds)
)
|fm(L).
Denotando
∧p
s=1 ϕ(cs, ds) por φ, temos enta˜o (θ|fm(L))′ = φ|fm(L). Por outro
lado, e uma vez que θ e´ complementada, sabemos pela Proposic¸a˜o 1.8 que
(θ|fm(L))′ = θ′|fm(L). Logo θ′|fm(L) = φ|fm(L).
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Nos resultados seguintes o que vamos fazer e´ provar que, de facto, o com-
plemento de θ e´ φ. Para tal, comec¸amos por obter a descric¸a˜o de φ como
supremo de congrueˆncias principais de uma forma que e´ u´til na prova de que
o complemento de θ e´ φ.
Proposic¸a˜o 1.12 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m, p ∈ N e (cs, ds)p uma p-escada
formada por elementos de L1,m. Sejam (k, l) um m-par e
φ =
p∧
s=1
[
θ
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
) ∨ θ (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds))
∨ θ (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs))] .
Enta˜o
φ =
p+1∨
i=1
p∨
j=i−1
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
onde d0 = 0 e cp+1 = 1.
Demonstrac¸a˜o: Relativamente a φ demonstra-se por induc¸a˜o sobre p que
φ = θ
(
f l(c1) ∨ fk(dp), 1
) ∨ θ (f l(c1), f l(c1) ∨ fk(c1))∨ θ (fk(dp), fk(dp) ∨ f l(dp))
∨
p−1∨
j=1
θ
(
f l(c1) ∨ fk(dj), f l(c1) ∨ fk(dj) ∨ fk(cj+1)
)
∨
p∨
i=2
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dp), f l(ci) ∨ fk(dp) ∨ f l(di−1)
)
∨
p∨
i=2
p−1∨
j=i−1
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
.
Este resultado obte´m-se recorrendo a` Proposic¸a˜o 1.1, aos factos R1) e R2) e
tendo em conta que f
(
fk(x)
)
= f l(x), f
(
f l(x)
)
= fk(x), para todo x ∈ L1,m,
e que cs ≤ ds e cs ≤ cs+1 e ds ≤ ds+1.
A base de induc¸a˜o e´ p = 1 e a verificac¸a˜o para este valor de p e´ imediata.
Quanto ao passo de induc¸a˜o, a sua prova e´ um exerc´ıcio de rotina, e por ser
bastante extensa optamos por na˜o a apresentar. Contudo, para dar uma ideia
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do tipo de argumentos que sa˜o usados na demonstrac¸a˜o, mostramos o resultado
para o caso p = 2:
2∧
s=1
[
θ
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
) ∨ θ (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds)) ∨ θ (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs))]
=
2∧
s=1
[
θR
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
) ∨ θR (0, f l(ds) ∧ fk(cs))
∨ θR
(
fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds)
) ∨ θR (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs))]
= θR
(
f l(c1) ∨ fk(d2), 1) ∨ θR(0, f l(d2) ∧ fk(c1)
)
∨ θR
(
f l(c1), f l(c1) ∨ fk(c1)
)
∨ θR
(
fk(d2), fk(d2) ∨ f l(d2)
)
∨ θR
(
fk(d1) ∨ f l(c1), fk(d1) ∨ f l(c1) ∨ fk(c2)
)
∨ θR
(
f l(c2), f l(c2) ∨
[
f l(d1) ∧ fk(c1)
])
∨ θR
(
fk(d2) ∨ f l(c2), fk(d2) ∨ f l(c2) ∨ f l(d1)
)
∨ θR
(
fk(d1), fk(d1) ∨
[
f l(d2) ∧ fk(c2)
])
∨ θR
(
fk(d1) ∨ f l(c2), fk(d1) ∨ f l(c2) ∨
[
f l(d1) ∧ fk(c2)
])
= θ
(
f l(c1) ∨ fk(d2), 1
)
∨ θ (f l(c1), f l(c1) ∨ fk(c1))
∨ θ (fk(d2), fk(d2) ∨ f l(d2))
∨ θ (fk(d1) ∨ f l(c1), fk(d1) ∨ f l(c1) ∨ fk(c2))
∨ θ (fk(d2) ∨ f l(c2), fk(d2) ∨ f l(c2) ∨ f l(d1))
∨ θ (fk(d1) ∨ f l(c2), fk(d1) ∨ f l(c2) ∨ [f l(d1) ∧ fk(c2)]) .
Se definirmos d0 = 0 e c3 = 1 temos
2∧
s=1
[
θ
(
fk(ds) ∨ f l(cs), 1
) ∨ θ (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds)) ∨ θ (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs))]
=
3∨
i=1
2∨
j=i−1
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
.
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No caso geral, se definirmos d0 = 0 e cp+1 = 1, tambe´m podemos escrever
φ, de forma mais abreviada, do seguinte modo
φ =
p+1∨
i=1
p∨
j=i−1
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
.
Relativamente a` descric¸a˜o do complemento de θ temos enta˜o que:
Teorema 1.13 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m, p ∈ N e θ =
p∨
s=1
θ(cs, ds) para
alguma p-escada (cs, ds)p formada por elementos de L1,m. Sejam (k, l) um
m-par,
ϕ(cv, dv) = θ
(
fk(dv) ∨ f l(cv), 1
)∨ θ (fk(dv), fk(dv) ∨ f l(dv))
∨ θ (f l(cv), f l(cv) ∨ fk(cv)),
para v ∈ {1, ..., p}, e φ =
p∧
v=1
ϕ(cv, dv).
Enta˜o
(a) θ ∨ φ = 5,
(b) se θ e´ complementada, enta˜o necessariamente θ′ = φ.
Demonstrac¸a˜o: (a) Para cada s ∈ {1, ..., p}, θ(cs,ds) ∨ ϕ(cs,ds) = 5, pois
-
(
0, f l(ds) ∧ fk(cs)
) ∈ θ (0, f l(ds) ∧ fk(cs)) = θ (fk(ds) ∨ f l(cs), 1),
-
(
f l(ds) ∧ fk(cs), f l(ds) ∧ fk(ds)
) ∈ θ(cs, ds)
-
(
f l(ds) ∧ fk(ds), f l(ds)
) ∈ θ (f l(ds) ∧ fk(ds), f l(ds)) = θ (fk(ds), fk(ds) ∨ f l(ds)),
-
(
f l(ds), f l(cs)
) ∈ θ(cs, ds)
-
(
f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs)
) ∈ θ (f l(cs), f l(cs) ∨ fk(cs)),
-
(
f l(cs) ∨ fk(cs), f l(cs) ∨ fk(ds)
) ∈ θ(cs, ds)
-
(
f l(cs) ∨ fk(ds), 1
) ∈ θ (f l(cs) ∨ fk(ds), 1)
Logo, θ∨φ =
[
p∨
s=1
θ(cs,ds)
]
∨
p∧
v=1
ϕ(cv,dv) =
p∧
v=1
(
p∨
s=1
θ(cs,ds) ∨ ϕ(cv,dv)
)
= 5.
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(b) Verifiquemos agora que se θ e´ complementada, enta˜o θ′ = φ. Com efeito,
por a) sabe-se que θ ∨ φ = 5 e, como θ e´ complementada, temos θ′ ≤ φ.
Assim, falta-nos provar que φ ≤ θ′. Sendo q = dm/2ne tem-se, como ja´ vimos
anteriormente, que θ′|fm(L) = φ|fm(L). Definindo d0 = 0 e cp+1 = 1, ficou
estabelecido na Proposic¸a˜o 1.12 que
φ =
p+1∨
i=1
p∨
j=i−1
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
.
e da Proposic¸a˜o 1.7 vem :
φ|fm(L) =
p+1∨
i=1
p∨
j=i−1
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
]) |fm(L).
Atendendo a que θ′|fm(L) = φ|fm(L), enta˜o θ′ tambe´m identifica cada um
dos pares
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
que ocorre
em φ|fm(L). Mas φ e´ a menor congrueˆncia que identifica cada um destes pares.
Logo φ ≤ θ′ e, portanto, θ′ = φ.
Dada uma a´lgebra L = (L, f) ∈ Kn,m, uma questa˜o que surge naturalmente
e´ a de saber em que condic¸o˜es uma congrueˆncia θ e´ complementada em Con(L).
No caso em que θ =
p∨
s=1
θ(cs, ds), onde p ∈ N e (cs,ds)p e´ uma p-escada formada
por elementos de L1,m, verificamos o seguinte:
Teorema 1.14 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m, p ∈ N e θ =
p∨
s=1
θ(cs, ds) para
alguma p-escada (cs, ds)p formada por elementos de L1,m. Seja (k, l) um
m-par e definam-se d0 = 0 e cp+1 = 1.
Enta˜o, θ e´ complementada se e so´ se, para cada s ∈ {1, ..., p} e i ∈ {1, ..., p+1},
se tem:
ds ∧ f l(di−1) ∧ fk(cj+1) ≤ cs ∨ f l(ci) ∨ fk(dj), para j ∈ {i− 1, ..., p} e
ds ∧ f l(dj)∧ fk(ci) ≤ cs∨ f l(cj+1) ∨ fk(di−1) , para j ∈ {i, ..., p}.
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Demonstrac¸a˜o: Pelo Teorema 1.13 sabe-se que θ e´ complementada se e so´
se θ ∧ φ = 4, e recorrendo a` Proposic¸a˜o 1.12 temos que
φ =
p+1∨
i=1
p∨
j=i−1
θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
.
Vem enta˜o que θ e´ complementada se e so´ se para cada s ∈ {1, ..., p},
i ∈ {1, ..., p+ 1} e j ∈ {i− 1, ..., p},
θ(cs, ds) ∧ θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
= 4.
Com base na Proposic¸a˜o 1.1, nos factos R1) e R2), e atendendo a que
cs, ds ∈ L1,m, tem-se que
θ(cs, ds) ∧ θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
=
[
m+1∨
r=0
θR (fr(cs), fr(ds))
]
∧ [θR (f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨ [f l(di−1) ∧ fk(cj+1)])
∨ θR
(
fk(ci) ∧ f l(dj) ∧
[
fk(di−1) ∨ f l(cj+1)
]
, fk(ci) ∧ f l(dj)
)]
=
m+1∨
r=0
[
θR (fr(cs), fr(ds)) ∧ θR
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])]
∨
m+1∨
r=0
[
θR (fr(cs), fr(ds)) ∧ θR
(
fk(ci) ∧ f l(dj) ∧
[
fk(di−1) ∨ f l(cj+1)
]
, fk(ci) ∧ f l(dj)
)]
.
Resulta enta˜o que
θ(cs, ds) ∧ θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
= 4
se e so´ se, para cada r ∈ {0, ...,m+ 1}, se tem
θR(fr(cs), fr(ds)) ∧ θR(f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨ [f l(di−1) ∧ fk(cj+1)]) = 4 e
θR(fr(cs), fr(ds)) ∧ θR(fk(ci) ∧ f l(dj) ∧ [fk(di−1) ∨ f l(cj+1)], fk(ci) ∧ f l(dj)) = 4,
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o que e´ equivalente a ter,
f r(ds)∧
(
f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
]) ≤ f r(cs)∨ f l(ci)∨ fk(dj) e
f r(ds) ∧ fk(ci) ∧ f l(dj) ≤ f r(cs) ∨
(
fk(ci) ∧ f l(dj) ∧
[
fk(di−1) ∨ f l(cj+1)
])
.
Isto e´, θ(cs, ds)∧θ
(
f l(ci) ∨ fk(dj), f l(ci) ∨ fk(dj) ∨
[
f l(di−1) ∧ fk(cj+1)
])
= 4
se e so´ se
f r(ds) ∧ f l(di−1) ∧ fk(cj+1) ≤ f r(cs) ∨ f l(ci) ∨ fk(dj) e
f r(ds) ∧ fk(ci) ∧ f l(dj) ≤ f r(cs) ∨ fk(di−1) ∨ f l(cj+1).
Atendendo a que cs ≤ ds, as desigualdades anteriores sa˜o trivialmente sa-
tisfeitas se r e´ ı´mpar. Por outro lado, e atendendo a que f l+2(ci) = f
l(ci) e
fk+2(di) = f
k(di) (pois ci, di ∈ L1,m e k, l ≥ m), tem-se, para todo
i ∈ {1, ..., p+ 1}, j ∈ {i− 1, ..., p} e para todo r par,
ds ∧ f l(di−1) ∧ fk(cj+1) ≤ cs ∨ f l(ci) ∨ fk(dj)
⇒ f r(ds) ∧ f l(di−1) ∧ fk(cj+1) ≤ f r(cs) ∨ f l(ci) ∨ fk(dj),
e, de igual modo,
ds ∧ fk(ci) ∧ f l(dj) ≤ cs ∨ fk(di−1) ∨ f l(cj+1)
⇒ f r(ds) ∧ fk(ci) ∧ f l(dj) ≤ f r(cs) ∨ fk(di−1) ∨ f l(cj+1).
Logo a congrueˆncia θ e´ complementada se e so´ se para cada s ∈ {1, ..., p}, cada
i ∈ {1, ..., p+ 1} e cada j ∈ {i− 1, ..., p} se tem
ds ∧ f l(di−1) ∧ fk(cj+1) ≤ cs ∨ f l(ci) ∨ fk(dj) e
ds∧ f l(dj) ∧ fk(ci) ≤ cs∨ f l(cj+1) ∨ fk(di−1).
Note-se que estas duas condic¸o˜es sa˜o a mesma quando j = i − 1 e, portanto,
num dos casos, basta considerar j ∈ {i, ..., p}.
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Corola´rio 1.15 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e c, d ∈ L1,m tais que c ≤ d. Seja
(k, l) um m-par. Enta˜o, θ(c, d) e´ complementada se e so´ se
a) d ≤ c ∨ f l(c) ∨ fk(d); b) d ∧ fk(c) ∧ f l(d) ≤ c;
c) d ∧ fk(c) ≤ c ∨ f l(c); d) d ∧ f l(d) ≤ c ∨ fk(d).
Sendo L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b, tem-se, atendendo
a` Proposic¸a˜o 1.11, que θ(a, b) =
n∨
s=1
θ(a˜s, b˜s) onde (a˜s, b˜s)n e´ uma n-escada
formada por elementos de L1,m. Recorrendo aos teoremas 1.13 e 1.14 resulta,
para as congrueˆncias principais de uma a´lgebra-Kn,m, o seguinte:
Teorema 1.16 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b. Sejam
b˜0 = 0, a˜n+1 = 1, e seja (k, l) um m-par.
Enta˜o θ(a, b) e´ complementada se e so´ se, para cada s ∈ {1, ..., n} e
i ∈ {1, ..., n+ 1}, se tem que
b˜s ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ≤ a˜s ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), para j ∈ {i− 1, ..., n} e
b˜s ∧ f l(˜bj)∧ fk(a˜i) ≤ a˜s ∨ f l(a˜j+1)∨ fk (˜bi−1), para j ∈ {i, ..., n},
e, nesse caso,
θ(a, b)′ =
n∧
s=1
[
θ
(
fk (˜bs) ∨ f l(a˜s), 1
)
∨ θ
(
fk (˜bs), f
k (˜bs) ∨ f l(˜bs)
)
∨ θ (f l(a˜s), f l(a˜s) ∨ fk(a˜s))].
Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m, p ∈ N e θ =
p∨
s=1
θ(cs, ds) onde (cs, ds)p e´ uma
p-escada formada por elementos de L1,m. Caso θ seja complementada, verifi-
camos no Teorema 1.13 que, para obtermos a descric¸a˜o do complemento de θ,
foi indiferente o facto de cada θ(cs, ds) ser complementada ou na˜o. Como ve-
remos no exemplo seguinte, pode mesmo acontecer que θ seja complementada
sem que cada θ(cs,ds) o seja.
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Exemplo 1.17 Consideremos a a´lgebra A4 ∈MS2 ⊆ K2,1:
•f(u) = f(1) = 0 ©©
©©
©©•f(d) = a ©
©©
©©
©
• e = f(b) = f(y)
• z = f(z)©©
©©
©©•y ©
©©
©©
©•f(a) = b ©©
©©
©©
• d = f(e)
• u
• 1 = f(0)
Pela Proposic¸a˜o 1.11, tem-se θ(y, 1) = θ(y˜1, 1) ∨ θ(y˜2, 1) = θ(y ∧ f 2(y), 1) ∨
θ(y ∨ f 2(y), 1) = θ(z, 1) ∨ θ(u, 1). Como θ(y, 1) = ∇, tem-se que θ(y, 1) e´
complementada. No entanto, pelo Corola´rio 1.15, verifica-se que o mesmo na˜o
acontece para θ(u, 1), pois falha a condic¸a˜o c).
Continuando a tratar de questo˜es sobre congrueˆncias principais definidas
em a´lgebras-Kn,m, terminamos esta secc¸a˜o com a ana´lise de uma questa˜o que
esta´ relacionada com o isomorfismo que se apresenta a seguir, e que foi esta-
belecido por M. Ramalho.
Teorema 1.18 [16] Seja L = (L, f) ∈ Kn,m. Enta˜o a aplicac¸a˜o
ϕ : Con(L) → Con(L1,m) definida por ϕ(θ) = θ|L1,m e´ um isomorfismo de
reticulados.
Atendendo a` definic¸a˜o deste isomorfismo surgiu enta˜o a seguinte questa˜o: a
restric¸a˜o a L1,m de uma congrueˆncia principal definida em L e´ uma congrueˆncia
principal em L1,m? Como vamos verificar, de facto, tal nem sempre acontece.
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Proposic¸a˜o 1.19 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m, a, b ∈ L, com a ≤ b, e
c, d ∈ L1,m. Enta˜o θ(a, b)|L1,m = θL1,m(c, d) se e so´ se θ(a, b) = θ(c, d).
Demonstrac¸a˜o: Admita-se que θ(a, b)|L1,m = θL1,m(c, d). Tendo em conta que
c, d ∈ L1,m resulta da Proposic¸a˜o 0.2 que θL1,m(c, d) = θ(c, d)|L1,m . Tem-se enta˜o
θ(a, b)|L1,m = θ(c, d)|L1,m . Atendendo ao isomorfismo ϕ definido no Teorema
1.18, conclui-se que θ(a, b) = θ(c, d). Se assumirmos que θ(a, b) = θ(c, d)
resulta, novamente pela Proposic¸a˜o 0.2, que θ(a, b)|L1,m = θL1,m(c, d).
Sendo L = (L, f) uma a´lgebra-Kn,m e a, b elementos de L tais que
a ≤ b, estabelecemos na proposic¸a˜o anterior que θ(a, b)|L1,m e´ uma congrueˆncia
principal em L1,m se e so´ se existem c, d ∈ L1,m tais que θ(a, b) = θ(c, d).
Pore´m, nem sempre existem tais elementos c, d ∈ L1,m para os quais
θ(a, b) = θ(c, d), como se pode ver no exemplo que se apresenta no final desta
secc¸a˜o.
Na˜o tendo sido poss´ıvel caracterizar, no caso geral, as congrueˆncias princi-
pais cuja restric¸a˜o a L1,m e´ uma congrueˆncia principal em L1,m, estabelecemos
no resultado seguinte alguns casos particulares para os quais tal se verifica.
Proposic¸a˜o 1.20 Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b. Se
existe k ∈ L1,0 tal que a ≤ k ≤ b, enta˜o θ(a, b) = θ(a˜1, b˜n) e, portanto,
θ(a, b)|L1,m = θL1,m(a˜1, b˜n).
Demonstrac¸a˜o: Dado que a ≤ k ≤ b temos θ(a, b) = θ(a, k) ∨ θ(k, b);
da Proposic¸a˜o 1.11 vem enta˜o que θ(a, b) =
∨n
s=1 θ(a˜s, k˜s) ∨
∨n
t=1 θ(k˜t, b˜t).
Adicionalmente, e uma vez que k ∈ L1,0, sabemos que k˜j = k, para todo
j ∈ {1, ..., n}, donde resulta que θ(a, b) = ∨ns=1 θ(a˜s, k) ∨∨nt=1 θ(k, b˜t). Por
fim, e tendo em conta que a˜j ≤ a˜j+1 e b˜j ≤ b˜j+1, para todo j ∈ {1, ..., n− 1}, e
a˜j ≤ k ≤ b˜j, para todo j ∈ {1, ..., n}, concluimos que
∨n
s=1 θ(a˜s, k) = θ(a˜1, k)
e
∨n
t=1 θ(k, b˜t) = θ(k, b˜n), e assim θ(a, b) = θ(a˜1, k) ∨ θ(k, b˜n) = θ(a˜1, b˜n).
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A condic¸a˜o referida nesta proposic¸a˜o, embora seja suficiente, na˜o e´ ne-
cessa´ria para termos θ(a, b)|L1,m = θL1,m(c, d), com c, d ∈ L1,m. De facto,
como podemos ver no pro´ximo exemplo , resulta da Proposic¸a˜o 1.11 que
θ(a3, a4) = θ(k2, z), com k2, z ∈ L1,0 e, no entanto, na˜o existe x ∈ L1,0 tal
que a3 ≤ x ≤ a4.
Exemplo 1.21 Consideremos a a´lgebra L = (L, f) ∈ K2,0:
ki = f(wi), wi = f(ki), ai = f(di)
bi = f(ai), ci = f(bi), di = f(ci), z = f(z)
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Como ja´ haviamos referido, esta a´lgebra serve tambe´m para mostrar que,
dada uma a´lgebra L ∈ Kn,m e dados a, b ∈ L tais que a ≤ b, nem sempre
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θ(a, b)|L1,m e´ uma congrueˆncia principal em L1,m. De facto, temos
L1,0 = {0, k1, k2, z, w2, w1, 1} e, recorrendo ao Teorema 1.2, verifica-se que
θ(a2, a4) 6= θ(s, t) para quaisquer s, t ∈ L1,0. Logo, pela Proposic¸a˜o 1.19,
θ(a2, a4)|L1,0 6= θL1,0(s, t), para quaisquer s, t ∈ L1,0.
Sejam L = (L, f) ∈ Kn,m e a, b ∈ L. Relacionadas com o estudo aqui feito,
surgiram naturalmente mais algumas questo˜es, a estudar num futuro pro´ximo:
1. Sendo θ(a, b) complementada, quando e´ que θ(a˜s, b˜s) e´ complementada,
para todo s ∈ {1, ..., n}?
2. Sera´ poss´ıvel caracterizar θ(a, b) de forma a que θ(a, b)|L1,m seja uma
congrueˆncia principal em L1,m?
1.2 Congrueˆncias em a´lgebras-Kn,m duplas
Tal como ja´ referimos no in´ıcio do cap´ıtulo, o estudo aqui desenvolvido e´
ana´logo ao que foi feito na primeira secc¸a˜o, mas neste caso e´ relativo a con-
grueˆncias definidas numa a´lgebra-Kn,m dupla L = (L, f, g). Para os resultados
que vamos obter e´ essencial a relac¸a˜o existente entre as operac¸o˜es f e g e, por
tal motivo, chamamos a atenc¸a˜o para o resultado estabelecido na Proposic¸a˜o
0.18.
A` semelhanc¸a do que foi feito na secc¸a˜o anterior, comec¸amos tambe´m por
apresentar alguma notac¸a˜o.
Dada uma a´lgebra-Kn,m dupla L = (L, f, g), denotamos por:
- fm(L) a suba´lgebra (fm(L), f, g) de L;
- (L, f), (L, g) as a´lgebras-Kn,m que sa˜o reduto de L;
- Lfp,q = (Lfp,q, f) e Lgp,q = (Lgp,q, g) as maiores suba´lgebras, respectivamen-
te, de (L, f) e de (L, g) que pertencem a Kp,q.
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Fazemos refereˆncia aos seguintes reticulados de congrueˆncias: ConR(L) do
reticulado distributivo L, Conf (L) da a´lgebra (L, f), Cong(L) da a´lgebra (L, g)
e Con(L) de L. Aos elementos de Con(L) chamamos congrueˆncias duplas.
Dados elementos a, b ∈ L, usamos a notac¸a˜o θR(a, b), θf (a, b), θg(a, b), θ(a, b)
para indicar o menor elemento, respectivamente, de ConR(L), Conf (L), Cong(L),
Con(L) que identifica a e b.
Dados a, b ∈ fm(L), usamos a notac¸a˜o θf,fm(L)(a, b), θg,fm(L)(a, b) para
indicar o menor elemento, respectivamente, de Conf (f
m(L)), Cong(fm(L))
que identifica a e b. Note-se que (fm(L), f), (fm(L), g) sa˜o, respectivamente,
suba´lgebras de (L, f) e de (L, g).
Observac¸a˜o: Seja L = (L, f, g) uma a´lgebra-Kn,m dupla. Dadas congrueˆncias
θf ∈ Conf (L) e θg ∈ Cong(L), tem-se que θf e θg sa˜o congrueˆncias do re-
ticulado reduto de L e podemos enta˜o calcular o supremo e o ı´nfimo de θf e
de θg no reticulado ConR(L). Ao longo desta secc¸a˜o, sempre que nos referimos
ao supremo (resp. ı´nfimo) de uma congrueˆncia θf ∈ Conf (L) e de uma con-
grueˆncia θg ∈ Cong(L) estamos a falar do supremo (resp. ı´nfimo) de θf e de
θg em ConR(L).
Note-se que para estudar congrueˆncias principais em a´lgebras-Kn,m duplas
e´ tambe´m suficiente analisar θ(a, b) para a ≤ b.
Na secc¸a˜o 1.1 ja´ hav´ıamos visto que uma congrueˆncia principal defini-
da numa a´lgebra-Kn,m L′ pode ser descrita como supremo de congrueˆncias
principais do reticulado reduto de L′ (Proposic¸a˜o 1.1). Dados uma a´lgebra
L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L, com a ≤ b, M. Sequeira obte´m um resultado
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ana´logo e prova que toda a congrueˆncia principal θ(a, b) ∈ Con(L) pode ser
descrita da seguinte forma:
Teorema 1.22 [21] Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b.
Enta˜o,
θ(a, b) = θR(a, b) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR (f
i(a), f i(b)) ∨
2n+m−1∨
j=1
θR (g
j(a), gj(b)) .
Se L = (L, f, g) ∈ DKn,m, enta˜o (L, f), (L, g) sa˜o a´lgebras-Kn,m. Logo,
recorrendo ao Teorema 1.22 e a` Proposic¸a˜o 1.1, verificamos que e´ poss´ıvel
relacionar (no reticulado ConR(L)) a congrueˆncia θ(a, b) com congrueˆncias
principais definidas nas a´lgebras-Kn,m que sa˜o reduto de L.
Proposic¸a˜o 1.23 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b.
Enta˜o,
θ(a, b) = θf (a, b) ∨ θg(a, b).
Atendendo a` relac¸a˜o estabelecida nesta proposic¸a˜o, para estudar θ(a, b)
vamos enta˜o usar alguns dos resultados obtidos na primeira secc¸a˜o, e vamos
tambe´m recorrer a outros resultados que lhes sa˜o ana´logos, mas que envolvem
a relac¸a˜o existente entre f e g.
Proposic¸a˜o 1.24 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m, i, k ∈ N, e a, b ∈ L tais que
a ≤ b . Enta˜o, dados x, y ∈ L
(x, y) ∈ θR (gi(a), gi(b))⇒
(
fk(x), fk(y)
) ∈ θR (gt(a), gt(b)),
com t ∈ {m, ..., 2n+m− 1}.
Demonstrac¸a˜o: Se (x, y) ∈ θR (gi(a), gi(b)), para algum i ∈ N, enta˜o(
fk(x), fk(y)
) ∈ θR (fk(gi(a)), fk(gi(b))) , e da Proposic¸a˜o 0.18 resulta que(
fk(x), fk(y)
) ∈ θR (gt(a)), gt(b)), com t ∈ {m, ..., 2n+m− 1}.
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Proposic¸a˜o 1.25 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b.
Enta˜o
θg(a, b)|fm(L) =
2n+m−1∨
k=0
θR
(
gk(a), gk(b)
) |fm(L).
Demonstrac¸a˜o: Dado que (L, g) e´ uma a´lgebra-Kn,m, θg(a, b) e´ um elemento
de Cong(L) e fm(L) = gm(L) a prova e´ imediata a partir da Proposic¸a˜o 1.6.
Proposic¸a˜o 1.26 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L, com a ≤ b. Enta˜o,
θ(a, b)|fm(L) = θR(a, b)|fm(L) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR (f
i(a), f i(b)) |fm(L)
∨
2n+m−1∨
j=1
θR (g
j(a), gj(b)) |fm(L).
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 1.22 temos
θ(a, b) = θR(a, b) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR
(
f i(a), f i(b)
) ∨ 2n+m−1∨
j=1
θR
(
gj(a), gj(b)
)
.
e e´ o´bvio que
θR(a, b)|fm(L) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR
(
f i(a), f i(b)
) |fm(L) ∨ 2n+m−1∨
j=1
θR
(
gj(a), gj(b)
) |fm(L)
≤
(
θR(a, b) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR
(
f i(a), f i(b)
) ∨ 2n+m−1∨
j=1
θR
(
gj(a), gj(b)
)) |fm(L).
Relativamente a` desigualdade contra´ria, tambe´m na˜o e´ d´ıficil concluirmos que
e´ va´lida. De facto, se x, y sa˜o elementos de L tais que
(x, y) ∈
(
θR(a, b) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR
(
f i(a), f i(b)
) ∨ 2n+m−1∨
j=1
θR
(
gj(a), gj(b)
)) |fm(L),
enta˜o x, y ∈ fm(L) e existem s ∈ N e x0 = x, x1, ..., xs = y ∈ L tais que, para
cada v ∈ {0, ..., s− 1},
- (xv, xv+1) ∈ θR (f iv(a), f iv(b)), para algum iv ∈ {0, ..., 2n+m− 1}
ou
- (xv, xv+1) ∈ θR (gjv(a), gjv(b)), para algum jv ∈ {1, ..., 2n+m− 1}.
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Consideremos q = dm/2ne . Assim, se (xv, xv+1) ∈ θR (f iv(a), f iv(b)) temos
pela Proposic¸a˜o 1.5 que (f q2n(xv), f
q2n(xv+1)) ∈ θR (f tv(a), f tv(b)) , para algum
tv ∈ {m, ..., 2n + m − 1}. Dado que f q2n(xv) e f q2n(xv+1) sa˜o elementos de
fm(L), enta˜o (f q2n(xv), f
q2n(xv+1)) ∈ θR (f tv(a), f tv(b)) |fm(L). No caso em
que (xv, xv+1) ∈ θR(gjv(a), gjv(b)) tambe´m e´ poss´ıvel concluir, agora usando
a Proposic¸a˜o 1.24, que (f q2n(xv), f
q2n(xv+1)) ∈ θR (gtv(a), gtv(b)) |fm(L), para
algum tv ∈ {m, ..., 2n+m− 1}. Logo,
(f q2n(x), f q2n(y)) ∈
[
θR(a, b)|fm(L) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR (f
i(a), f i(b)) |fm(L)
∨
2n+m−1∨
j=1
θR (g
j(a), gj(b)) |fm(L)
]
onde f q2n(x) = x e f q2n(y) = y pois x, y ∈ fm(L). Consequentemente,
θ(a, b)|fm(L) ≤
[
θR(a, b)|fm(L) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR (f
i(a), f i(b)) |fm(L)
∨
2n+m−1∨
j=1
θR (g
j(a), gj(b)) |fm(L)
]
.
De forma ana´loga ao que aconteceu com a´lgebras-Kn,m estabelece-se que:
Proposic¸a˜o 1.27 Sejam L = (L, f, g) ∈ O2, θ ∈ Con(L) e m ∈ N. Se
θ ∈ C(Con(L)), enta˜o θ|fm(L) ∈ C(Con(fm(L))). De facto, sendo θ′ o com-
plemento de θ em Con(L), enta˜o θ′|fm(L) e´ o complemento de θ|fm(L) em
Con(fm(L)).
Demonstrac¸a˜o: Sendo θ ∈ C(Con(L)) e θ′ ∈ Con(L) o seu complemento,
enta˜o θ|fm(L), θ′|fm(L) ∈ Con(fm(L)). Como θ, θ′ ∈ Conf (L), θ′ e´ tambe´m o
complemento de θ em Conf (L). Pela Proposic¸a˜o 1.8 resulta que θ′|fm(L) e´ o
complemento de θ|fm(L) em Conf (fm(L)) e, portanto, em Con(fm(L)).
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Proposic¸a˜o 1.28 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b e
k ∈ N tal que k ≥ m. Enta˜o
i) θ
(
fk(a), fk(b)
)
= θf
(
fk(a), fk(b)
)
,
ii) θ
(
gk(a), gk(b)
)
= θf
(
gk(a), gk(b)
)
,
iii) θ
(
gk(a), gk(b)
)
= θg
(
gk(a), gk(b)
)
,
iv) θ
(
fk(a), fk(b)
)
= θg
(
fk(a), fk(b)
)
.
Demonstrac¸a˜o: i) Pela Proposic¸a˜o 1.22 sabe-se que
θ(fk(a), fk(b)) = θR
(
fk(a), fk(b)
) ∨ 2n+m−1∨
i=1
θR
(
f i(fk(a)), f i(fk(b))
)
∨
2n+m−1∨
j=1
θR
(
gj(fk(a)), gj(fk(b))
)
.
Dado que k = m + r, para algum r ∈ N0, resulta da Proposic¸a˜o 0.18 que,
para cada x ∈ L e cada j ∈ {1, ..., 2n+m− 1},
gj(fk(x)) = gj(fm(f r(x)) = f qj,m(f r(x))
= f qj,m−m(fm(f r(x))) = f qj,m−m(fk(x)),
com qj,m −m ∈ {0, ..., 2n− 1}. Deste facto e da Proposica˜o 1.1, temos enta˜o
θ(fk(a), fk(b)) = θR(f
k(a), fk(b)) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR(f
i(fk(a)), f i(fk(b)))
= θf (f
k(a), fk(b)).
O caso ii) resulta de i) bastando ter em atenc¸a˜o que fm(L) = gm(L) e, por-
tanto, gk(a) = fm(x) e gk(b) = fm(y), para alguns x, y ∈ L. A prova de iii) e´
ana´loga a` prova feita em i) e o caso iv) resulta de iii).
De forma semellhante ao que se estabelece na Proposic¸a˜o 1.11, tambe´m
e´ poss´ıvel descrever cada congrueˆncia principal definida numa a´lgebra-Kn,m
dupla como supremo de congrueˆncias principais geradas por elementos de Lf1,m
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e de Lg1,m (referimo-nos ao supremo calculado no reticulado de congrueˆncias
do reticulado reduto de L) .
Seja L = (L, f, g) uma a´lgebra-Kn,m dupla. Enta˜o, para h ∈ {f, g}, tem-
-se que (L, h) ∈ Kn,m. Para n ∈ N, T = {0, 1, ..., n − 1} e s ∈ {1, ..., n} seja
Ts = {J : J ⊆ T, |J | = s}. Para cada z ∈ L e cada s ∈ {1, ..., n}, considerem-se
os elementos
z˜h,s = ∧
J∈Ts
( ∨
j∈J
h2j(z)) ,
que, em (L, h), sa˜o os elementos referidos na secc¸a˜o anterior. Como ja´ ti-
nhamos observado, sabemos que z˜h,s ∈ Lh1,m e que z˜h,s ≤ z˜h,s+1. Recorrendo a
estes elementos, e tendo em conta a observac¸a˜o feita na pa´gina 44, resulta das
proposic¸o˜es 1.11 e 1.23 a seguinte proposic¸a˜o
Proposic¸a˜o 1.29 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b.
Enta˜o
θ(a, b) =
n∨
s=1
θf (a˜f,s, b˜f,s) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t, b˜g,t).
Recorrendo novamente a` Proposic¸a˜o 1.11 tambe´m se consegue provar que:
Proposic¸a˜o 1.30 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b.
Enta˜o
θ(a, b)|fm(L) =
n∨
s=1
θf (a˜f,s, b˜f,s)|fm(L) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t, b˜g,t)|fm(L).
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 1.26 temos
θ(a, b)|fm(L) = θR(a, b)|fm(L) ∨
2n+m−1∨
i=1
θR(f
i(a), f i(b))|fm(L)
∨
2n+m−1∨
j=1
θR(g
j(a), gj(b))|fm(L)
e das proposic¸o˜es 1.6 e 1.25 resulta que θ(a, b)|fm(L) = θf (a, b)|fm(L)∨θg(a, b)|fm(L).
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Enta˜o, recorrendo a` Proposic¸a˜o 1.11 vem
θ(a, b)|fm(L) =
(
n∨
s=1
θf (a˜f,s, b˜f,s)
)
|fm(L) ∨
(
n∨
t=1
θg(a˜g,t, b˜g,t)
)
|fm(L).
Finalmente, da Proposic¸a˜o 1.7 e atendendo a que fm(L) = gm(L), temos que:
θ(a, b)|fm(L) =
n∨
s=1
θf (a˜f,s, b˜f,s)|fm(L) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t, b˜g,t)|fm(L).
Observac¸a˜o: 1) Para simplificac¸a˜o de notac¸a˜o, os elementos fk(z˜f,s) e g
k(z˜g,s)
(com k ∈ N) sera˜o denotados, respectivamente, por fk(z˜s) e gk(z˜s). Na˜o existe
risco de confusa˜o uma vez que nunca falaremos dos elementos fk(z˜g,s) e g
k(z˜f,s).
2) Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m, h ∈ {f, g} e r ∈ N0 . Seja (k, l) um m-par.
Enta˜o, para cada x ∈ Lh1,m, e´ conveniente ter em atenc¸a˜o os seguintes factos: f r(hk(x)) = hl(x), f r(hl(x)) = hk(x) se r e´ ı´mpar,f r(hk(x)) = hk(x), f r(hl(x)) = hl(x) se r e´ par,
 gr(hk(x)) = hl(x), gr(hl(x)) = hk(x) se r e´ ı´mpar,gr(hk(x)) = hk(x), gr(hl(x)) = hl(x) se r e´ par.
No texto que se segue vamos considerar que L = (L, f, g) ∈ DKn,m e que
a, b sa˜o elementos de L tais que a ≤ b e θ(a, b) e´ complementada. Dado que
θ(a, b) pode ser descrita como supremo de congrueˆncias principais das a´lgebras-
-Kn,m que sa˜o reduto de L, e´ de esperar que a descric¸a˜o do complemento de
θ(a, b) tambe´m esteja relacionada com o resultado estabelecido no Lema 1.3.
De facto, se considerarmos q = dm/2ne tem-se que f q2n(a˜s), f q2n(˜bs) ∈ fm(L)
e que gq2n(a˜s), g
q2n(˜bs) ∈ gm(L).
1. Congrueˆncias em a´lgebras-Kn,m e em a´lgebras-Kn,m duplas 51
Recorrendo a`s proposic¸o˜es 1.30, 1.4 e 0.2, e tendo em conta que
fm(L) = gm(L), vem enta˜o:
θ(a, b)|fm(L) =
n∨
s=1
θf (a˜f,s,b˜f,s)|fm(L) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t,b˜g,t)|fm(L)
=
n∨
s=1
θf
(
f q2n(a˜s), f q2n(˜bs)
)
|fm(L) ∨
n∨
t=1
θg
(
gq2n(a˜t), gq2n(˜bt)
)
|fm(L)
=
n∨
s=1
θf,fm(L)
(
f q2n(a˜s), f q2n(˜bs)
)
∨
n∨
t=1
θg,fm(L)
(
gq2n(a˜t), gq2n(˜bt)
)
.
Dado que a˜f,s, b˜f,s ∈ Lf1,m e a˜g,t, b˜g,t ∈ Lg1,m e q2n ≥ m, tem-se que f q2n(a˜s),
f q2n(˜bs) ∈ Lf1,0, e gq2n(a˜t), gq2n(˜bt) ∈ Lg1,0. Enta˜o, pelo Lema 1.3, as con-
grueˆncias θf,fm(L)
(
f q2n(a˜s), f
q2n(˜bs)
)
e θg,fm(L)
(
gq2n(a˜t), g
q2n(˜bt)
)
sa˜o com-
plementadas, respectivamente, nos reticulados Conf (f
m(L)) e Cong(fm(L)).
Seja (k, l) um m-par. Tal como verifica´mos na secc¸a˜o anterior, resulta das
proposic¸o˜es 0.2 e 1.7 e do Lema 1.3 que
θf,fm(L)
(
f 2nq(a˜s), f
2nq (˜bs)
)′
= ϕf (a˜f,s, b˜f,s)|fm(L) e
θg,fm(L)
(
gq2n(a˜t), g
q2n(˜bt)
)′
= ϕg(a˜g,t, b˜g,t)|fm(L)
onde
ϕf (a˜f,s, b˜f,s) = θf
(
fk (˜bs) ∨ f l(a˜s), 1
)
∨ θf
(
fk (˜bs), f
k (˜bs) ∨ f l(˜bs)
)
∨ θf
(
f l(a˜s), f
l(a˜s) ∨ fk(a˜s)
)
,
ϕg(a˜g,s, b˜g,s) = θg
(
gk (˜bs) ∨ gl(a˜s), 1
)
∨ θg
(
gk (˜bs), g
k (˜bs) ∨ gl(˜bs)
)
∨ θg
(
gl(a˜s), g
l(a˜s) ∨ gk(a˜s)
)
.
Da Proposic¸a˜o 1.28 concluimos que
θf,fm(L)
(
f 2nq(a˜s), f
2nq (˜bs)
)
, θg,fm(L)
(
gq2n(a˜t), g
q2n(˜bt)
)
ϕf (a˜f,s, b˜f,s)|fm(L), ϕg(a˜g,s, b˜g,s)|fm(L)
sa˜o congrueˆncias de Con(fm(L)).
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Logo, como θf,fm(L)
(
f 2nq(a˜s), f
2nq (˜bs)
)
e θg,fm(L)
(
gq2n(a˜t), g
q2n(˜bt)
)
sa˜o com-
plementadas, respectivamente, em Conf (f
m(L)) e Cong(fm(L)), concluimos
que estas mesmas congrueˆncias tambe´m sa˜o complementadas em Con(fm(L)).
Enta˜o, e uma vez que
θ(a, b)|fm(L) =
n∨
s=1
θf,fm(L)
(
f q2n(a˜s), f q2n(˜bs)
)
∨
n∨
t=1
θg,fm(L)
(
gq2n(a˜t), gq2n(˜bt)
)
e´ simples determinar o complemento de θ(a, b)|fm(L) em Con(fm(L)):
(θ(a, b)|fm(L))′ =
n∧
s=1
θf,fm(L)
(
f2nq(a˜s), f2nq (˜bs)
)′ ∧ n∧
t=1
θg,fm(L)
(
gq2n(a˜t), gq2n(˜bt)
)′
=
(
n∧
s=1
ϕf (a˜f,s, b˜f,s)|fm(L)
)
∧
(
n∧
t=1
ϕg(a˜g,t, b˜g,t)|fm(L)
)
=
(
n∧
s=1
ϕf (a˜f,s, b˜f,s) ∧
n∧
t=1
ϕg(a˜g,t, b˜g,t)
)
|fm(L).
A congrueˆncia
n∧
s=1
ϕf (a˜f,s, b˜f,s) ∧
n∧
t=1
ϕg(a˜g,t, b˜g,t) e´ um elemento de Con(L)
que vamos representar por φ. Temos enta˜o (θ(a, b)|fm(L))′ = φ|fm(L). Pela
Proposic¸a˜o 1.27, e atendendo a que θ(a, b) e´ complementada, tambe´m sabemos
que (θ(a, b)|fm(L))′ = θ(a, b)′|fm(L). Logo θ(a, b)′|fm(L) = φ|fm(L).
De forma ana´loga ao que fizemos para a´lgebras-Kn,m, vamos provar que
θ(a, b)′ = φ e, para tal, comec¸amos por obter a descric¸a˜o de φ como supremo
de congrueˆncias principais.
Proposic¸a˜o 1.31 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L, tais que a ≤ b.
Definam-se b˜f,0 = b˜g,0 = 0 e a˜f,n+1 = a˜g,n+1 = 1. Seja (k, l) um m-par e, para
u, v ∈ {1, ..., n}, sejam
ϕf (a˜f,u, b˜f,u) = θf
(
fk (˜bu) ∨ f l(a˜u), 1
)
∨ θf
(
fk (˜bu), f
k (˜bu) ∨ f l(˜bu)
)
∨ θf
(
f l(a˜u), f
l(a˜u) ∨ fk(a˜u)
)
,
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ϕg(a˜g,v, b˜g,v) = θg
(
gk (˜bv) ∨ gl(a˜v), 1
)
∨ θg
(
gk (˜bv), g
k (˜bv) ∨ gl(˜bv)
)
∨ θg
(
gl(a˜v), g
l(a˜v) ∨ gk(a˜v)
)
e
φ =
n∧
u=1
ϕf (a˜f,u, b˜f,u) ∧
n∧
v=1
ϕg(a˜g,v, b˜g,v).
Enta˜o,
φ =
n+1∨
i,p=1
n∨
j=i−1
n∨
q=p−1
(θf (xi,j,p,q, yi,j,p,q) ∨ θg(wi,j,p,q, zi,j,p,q))
onde
xi,j,p,q = f
l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq)
yi,j,p,q = xi,j,p,q∨
(
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
)
,
wi,j,p,q = f
l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
(
gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ∧
[
gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)
])
,
zi,j,p,q = wi,j,p,q ∨
(
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
)
.
Demonstrac¸a˜o: O resultado enunciado demonstra-se recorrendo a`s proposi-
c¸o˜es 1.1 e 1.12 e aos factos R1) e R2).
Da Proposic¸a˜o 1.12 temos que
n∧
s=1
ϕf (a˜f,s, b˜f,s) =
n+1∨
i=1
n∨
j=i−1
θf
(
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
[
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)
])
e
n∧
t=1
ϕg(a˜g,t, b˜g,t) =
n+1∨
p=1
n∨
q=p−1
θg
(
gl(a˜p) ∨ gk (˜bq), gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨
[
gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
])
.
Da Proposic¸a˜o 1.1 e da observac¸a˜o feita na pa´gina 50 vem:
n∧
s=1
ϕf (a˜f,s, b˜f,s) =
n+1∨
i=1
n∨
j=i−1
[
θR
(
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
[
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)
])
∨ θR
(
fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧
[
fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1)
]
, fk(a˜i) ∧ f l(˜bj)
)]
,
n∧
t=1
ϕg(a˜g,t, b˜g,t) =
n+1∨
p=1
n∨
q=p−1
[
θR
(
gl(a˜p) ∨ gk (˜bq), gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨
[
gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
])
∨ θR
(
gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ∧
[
gk (˜bq−1) ∨ gl(a˜q+1)
]
, gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
)]
.
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Recorrendo aos resultados R1) e R2) temos
φ =
n+1∨
i,p=1
n∨
j=i−1
n∨
q=p−1
(Ai,j,p,q ∨Bi,j,p,q ∨ Ci,j,p,q ∨Di,j,p,q) ,
com
Ai,j,p,q = θR(f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ [gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ∧ (gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1))],
f l(a˜i)∨fk (˜bj)∨[gk(a˜p)∧gl(˜bq)∧(gk (˜bp−1)∨gl(a˜q+1))]∨[f l(˜bi−1)∧fk(a˜j+1)∧gk(a˜p)∧gl(˜bq)]);
Bi,j,p,q = θR(fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ [gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨ (gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1))],
fk(a˜i)∧f l(˜bj)∧[gl(a˜p)∨gk (˜bq)∨(gl(˜bp−1)∧gk(a˜q+1))]∧[fk (˜bi−1)∨f l(a˜j+1)∨gl(a˜p)∨gk (˜bq)]);
Ci,j,p,q = θR(f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq),
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨ [f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)]);
Di,j,p,q = θR(fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ∧ [fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)],
fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)).
Novamente pela Proposic¸a˜o 1.1 e pela observac¸a˜o da pa´gina 50,
φ =
n+1∨
i,p=1
n∨
j=i−1
n∨
q=p−1
[θf (xi,j,p,q, yi,j,p,q) ∨ θg(wi,j,p,q, zi,j,p,q)] ,
onde
xi,j,p,q = f
l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq),
yi,j,p,q = xi,j,p,q ∨
(
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
)
,
wi,j,p,q = f
l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
(
gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ∧
[
gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)
])
,
zi,j,p,q = wi,j,p,q ∨
(
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
)
.
Relativamente ao complemento de uma congrueˆncia principal definida nu-
ma a´lgebra-Kn,m dupla temos, enta˜o, o seguinte teorema:
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Teorema 1.32 Sejam L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L com a ≤ b. Seja (k, l)
um m-par e, para s, t ∈ {1, ..., n}, sejam
ϕf (a˜f,s, b˜f,s) = θf (fk (˜bs)∨f l(a˜s), 1) ∨ θf (fk (˜bs), fk (˜bs)∨f l(˜bs)) ∨θf (f l(a˜s), f l(a˜s)∨fk(a˜s)),
ϕg(a˜g,t, b˜g,t) = θg(gk (˜bt)∨ gl(a˜t), 1) ∨ θg(gk (˜bt), gk (˜bt)∨ gl(˜bt)) ∨ θg(gl(a˜t), gl(a˜t)∨ gk(a˜t))
e φ =
n∧
s=1
ϕf (a˜f,s, b˜f,s) ∧
n∧
t=1
ϕg(a˜g,t, b˜g,t).
Enta˜o,
(a) θ(a, b) ∨ φ = 5,
(b) se θ(a, b) e´ complementada, enta˜o necessariamente θ(a, b)′ = φ.
Demonstrac¸a˜o: Sendo L = (L, f, g) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b,
tem-se, pela Proposic¸a˜o 1.29, que θ(a, b) =
n∨
s=1
θf (a˜f,s, b˜f,s) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t, b˜g,t).
(a) Para cada s ∈ {1, ..., n}, θf (a˜f,s,b˜f,s) ∨ ϕf (a˜f,s,b˜f,s) = 5 (tal como ja´ ti-
nhamos visto no Teorema 1.13). De igual modo, para cada t ∈ {1, ..., n},
θg(a˜g,t,b˜g,t) ∨ ϕg(a˜g,t,b˜g,t) = 5. Logo
θ ∨ φ =
[
n∨
s=1
θf (a˜f,s,b˜f,s) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t,b˜g,t)
]
∨
[
n∧
u=1
ϕf (a˜f,u,b˜f,u) ∧
n∧
v=1
ϕg(a˜g,v,b˜g,v)
]
=
n∧
u=1
(
ϕf (a˜f,u,b˜g,u) ∨ θf (a˜f,u, b˜f,u) ∨
n∨
s=1,s6=u
θf (a˜f,s,b˜f,s) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t,b˜g,t)
)
∧
n∧
v=1
(
ϕg(a˜g,v,b˜g,v) ∨ θg(a˜g,v, b˜g,v) ∨
n∨
s=1
θf (a˜f,s,b˜f,s) ∨
n∨
t=1,t6=v
θg(a˜g,t,b˜g,t)
)
= 5.
(b) Verifiquemos agora que se θ(a, b) e´ complementada, enta˜o θ(a, b)′ = φ. Por
a) sabemos que θ(a, b) ∨ φ = 5 e, sendo θ(a, b) complementada, e´ imediato
que θ(a, b)′ ≤ φ. Falta agora provar que φ ≤ θ(a, b)′. Definindo b˜f,0 = b˜g,0 = 0
e a˜f,n+1 = a˜g,n+1 = 1, resulta da Proposic¸a˜o 1.31 que
φ =
n+1∨
i,p=1
n∨
j=i−1
n∨
q=p−1
[θf (xi,j,p,q, yi,j,p,q) ∨ θg(wi,j,p,q, zi,j,p,q)] .
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Atendendo a que θf (xi,j,p,q, yi,j,p,q) e θg(wi,j,p,q, zi,j,p,q) sa˜o congrueˆncias geradas
por elementos de gm(L) = fm(L) concluimos, com base na Proposic¸a˜o 1.28,
que estas congrueˆncias sa˜o os menores elementos de Con(L) que identificam,
respectivamente, (xi,j,p,q, yi,j,p,q) e (wi,j,p,q, zi,j,p,q). Temos enta˜o que φ e´ a menor
congrueˆncia da a´lgebra dupla L que identifica cada um dos pares (xi,j,p,q, yi,j,p,q)
e (wi,j,p,q, zi,j,p,q). Como ja´ verifica´mos (na pa´gina 52), θ(a, b)
′|fm(L) = φ|fm(L) e
enta˜o θ(a, b)′ tambe´m identifica cada um dos pares indicados. Logo φ ≤ θ(a, b)′
e, portanto, θ(a, b)′ = φ.
Em [8, Teorema 14.15], T. Blyth e J. Varlet haviam chegado a uma con-
clusa˜o semelhante a` do teorema anterior para congrueˆncias definidas em a´lge-
bras-K1,1 duplas. Ha´, no entanto, um lapso na demonstrac¸a˜o apresentada. De
facto, sendo L = (L, f, g) ∈ DK1,1, a, b elementos de L e
φ = (θ(f 2(b) ∨ f(a), 1) ∨ θ (f 2(b), f 2(b) ∨ f(b)) ∨ θ(f(a), f(a) ∨ f 2(a)))
∧ (θ(g2(b) ∨ g(a), 1) ∨ θ(g2(b), g2(b) ∨ g(b)) ∨ θ(g(a), g(a) ∨ g2(a))) ,
verificamos, contrariamente ao que e´ afirmado em [8], que nem sempre e´ ver-
dade que φ|f(L) identifica os pares de elementos
(f 2(b) ∨ f(a), 1), (f 2(b), f 2(b) ∨ f(b)), (f(a), f(a) ∨ f 2(a)),
(g2(b) ∨ g(a), 1), (g2(b), g2(b) ∨ g(b)), (g(a), g(a) ∨ g2(a)).
Consideremos, por exemplo, a a´lgebra-K1,1 dupla (L, f, g) onde L e´ a cadeia
0 < w0 < w1 < w2 < 1 e f e g sa˜o as operac¸o˜es definidas em L de acordo com
a seguinte tabela
x 0 w0 w1 w2 1
f(x) 1 w1 w1 0 0
g(x) 1 1 w1 w1 0
.
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Para a = 0 e b = w0 tem-se
φ = (θ(1, 1) ∨ θ(w1, w1) ∨ θ(1, 1)) ∧ (θ(1, 1) ∨ θ(0, 1) ∨ θ(1, 1)) = ∆
e, como e´ o´bvio, φ|f(L) na˜o identifica o par (0, 1).
Uma vez que toda a a´lgebra-MS dupla e´ uma a´lgebra-K1,1 dupla, podemos
estabelecer o Teorema 14.5 de [8] como um corola´rio do teorema que acaba´mos
de provar. Assim, temos
Corola´rio 1.33 [8, Teorema 14.5] Seja L = (L, f, g) uma a´lgebra-MS dupla e
sejam a, b ∈ L tais que a ≤ b. Seja
ϕf,g = [θf (f
2(b) ∨ f(a), 1) ∨ θf (f 2(b) ∨ f(a), 1) ∨ θf (f(a), f(a) ∨ f 2(a))]
∧ [θg (g2(b) ∨ g(a), 1) ∨ θg (g2(b) ∨ g(a), 1) ∨ θg (g(a), g(a) ∨ g2(a))]
Enta˜o
(a) θ(a, b) ∨ ϕf,g = ∇,
(b) se θ(a, b) e´ complementada, enta˜o θ(a, b)′ = ϕf,g.
Terminamos esta secc¸a˜o estabelecendo uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente
para que uma congrueˆncia principal definida numa a´lgebras-Kn,m dupla seja
complementada.
Teorema 1.34 Sejam L = (L, f) ∈ DKn,m e a, b ∈ L tais que a ≤ b. Se-
ja (k, l) um m-par e definam-se b˜f,0 = b˜g,0 = 0 e a˜f,n+1 = a˜g,n+1 = 1. En-
ta˜o, θ(a, b) e´ complementada se e so´ se para cada s ∈ {1, ..., n},
(xs, ys) ∈ {(a˜f,s, b˜f,s), (a˜g,s, b˜g,s)} e i, p ∈ {1, ..., n+ 1} se tem:
ys ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1) ≤ xs ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq),
para todo j ∈ {i− 1, ..., n} e q ∈ {p− 1, ..., n},
ys ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ≤ xs ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1) ,
para todo j ∈ {i− 1, ..., n} e q ∈ {p, ..., n},
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ys ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1) ≤ xs ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq),
para todo j ∈ {i, ..., n} e q ∈ {p− 1, ..., n},
ys ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ≤ xs ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1),
para todo j ∈ {i, ..., n} e q ∈ {p, ..., n}.
Demonstrac¸a˜o: Da Proposic¸a˜o 1.29 temos que
θ(a, b) =
n∨
s=1
θf (a˜f,s, b˜f,s) ∨
n∨
t=1
θg(a˜g,t, b˜g,t)
e do Teorema 1.32 resulta que θ(a, b) e´ complementada se e so´ se θ(a, b)∧φ = 4.
Da Proposic¸a˜o 1.12 sabe-se que
φ =
(
n+1∨
i=1
n∨
j=i−1
θf
(
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
[
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)
]))
∧
(
n+1∨
p=1
n∨
q=p−1
θg
(
gl(a˜p) ∨ gk (˜bq), gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨
[
gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
]))
.
Enta˜o θ(a, b) e´ complementada se e so´ se, para cada s, t ∈ {1, ..., n},
i, p ∈ {1, ..., n + 1}, j ∈ {i − 1, ..., n} e q ∈ {p − 1, ..., n}, se verificam as
seguintes condic¸o˜es:
θf (a˜f,s, b˜f,s) ∧ θf
(
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
[
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)
])
∧ θg
(
gl(a˜p) ∨ gk (˜bq), gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨
[
gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
])
= 4
e
θg(a˜g,t, b˜g,t) ∧ θf
(
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
[
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)
])
∧ θg
(
gl(a˜p) ∨ gk (˜bq), gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨
[
gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
])
= 4.
Da Proposic¸a˜o 1.1, dos factos R1) e R2), e atendendo a que a˜f,s, b˜f,s ∈ Lf1,m e
a˜g,t, b˜g,t ∈ Lg1,m, vem para cada s ∈ {1, ..., n}, i, p ∈ {1, ..., n + 1},
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j ∈ {i− 1, ..., n} e q ∈ {p− 1, ..., n},
θf (a˜f,s, b˜f,s) ∧ θf
(
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
[
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)
])
∧ θg
(
gl(a˜p) ∨ gk (˜bq), gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨
[
gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
])
= 4
se e so´ se[
m+1∨
r=0
θR(f
r(a˜s), f
r (˜bs))
]
∧
[
θR
(
f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨
[
f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)
])
∨ θR
(
fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧
[
fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1)
]
, fk(a˜i) ∧ f l(˜bj)
)]
∧
[
θR
(
gl(a˜p) ∨ gk (˜bq), gl(a˜p) ∨ gk (˜bq) ∨
[
gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
])
∨ θR
(
gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ∧
[
gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)
]
, gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
)]
= 4
se e so´ se, para cada r ∈ {0, ...,m+ 1},
a) f r (˜bs) ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
≤ f r(a˜s) ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq)
b) f r (˜bs) ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
≤ f r(a˜s) ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)
c) f r (˜bs) ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
≤ f r(a˜s) ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq)
d) f r (˜bs) ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
≤ f r(a˜s) ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)
Note-se que as desigualdades anteriores se verificam trivialmente se r e´ ı´mpar.
Sendo r par, vem, para cada x ∈ Lf1,m e cada y ∈ Lg1,m que f r(fk(x)) = fk(x),
f r(f l(x)) = f l(x), f r(gk(y)) = gk(y) e f r(gl(y)) = gl(y) (como observa´mos na
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pa´gina 50). Assim as condic¸o˜es a), b), c) e d) sa˜o equivalentes, respectivamen-
te, a 1), 2), 3) e 4):
1) b˜f,s ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
≤ a˜f,s ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq)
2) b˜f,s ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
≤ a˜f,s ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)
3) b˜f,s ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1)
≤ a˜f,s ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq)
4) b˜f,s ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq)
≤ a˜f,s ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1)
As condic¸o˜es 1) e 2) coincidem quando q = p− 1 (o mesmo se passando entre
as condico˜es 3) e 4)). Para j = i− 1 tambe´m temos que 1) coincide com 3), e
2) coincide com 4).
Dados t ∈ {1, ..., n}, i, p ∈ {1, ..., n+ 1}, j ∈ {i− 1, ..., n} e q ∈ {p− 1, ..., n},
resultam de
θg(a˜g,t, b˜g,t) ∧ θf (f l(a˜i) ∨ fk (˜bj), f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ (f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1)))
∧ θg(gl(a˜p)∨ gk (˜bq), gl(a˜p)∨ gk (˜bq)∨ (gl(˜bp−1)∧ gk(a˜q+1))) = 4.
condic¸o˜es ana´logas a`s anteriores.
Enta˜o θ(a, b) e´ complementada se e so´ se para cada s ∈ {1, ... n},
(xs, ys) ∈ {(a˜f,s, b˜f,s), (a˜g,s, b˜g,s)} e i, p ∈ {1, ..., n+ 1} se tem:
ys ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1) ≤ xs ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq),
para todo j ∈ {i− 1, ..., n} e q ∈ {p− 1, ..., n},
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ys ∧ f l(˜bi−1) ∧ fk(a˜j+1) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ≤ xs ∨ f l(a˜i) ∨ fk (˜bj) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1) ,
para todo j ∈ {i− 1, ..., n} e q ∈ {p, ..., n},
ys ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gl(˜bp−1) ∧ gk(a˜q+1) ≤ xs ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gl(a˜p) ∨ gk (˜bq),
para todo j ∈ {i, ..., n} e q ∈ {p− 1, ..., n},
ys ∧ fk(a˜i) ∧ f l(˜bj) ∧ gk(a˜p) ∧ gl(˜bq) ≤ xs ∨ fk (˜bi−1) ∨ f l(a˜j+1) ∨ gk (˜bp−1) ∨ gl(a˜q+1),
para todo j ∈ {i, ..., n} e q ∈ {p, ..., n}.

Cap´ıtulo 2
Pontos fixos em a´lgebras-MSn
Para cada subvariedade V de MSn, n ∈ N, determinamos as cardina-
lidades admiss´ıveis para o conjunto dos pontos fixos das a´lgebras (conta´veis)
que geram V e, destas cardinalidades verificamos quais as que sa˜o realmente
atingidas. Esta questa˜o foi motivada por estudos ana´logos, feitos para as
variedades K1,0, MS, K2,0 e MS2, respectivamente, em [27], [6], [28] e [22].
Dada uma classe Si(MSn) de a´lgebras s.i. de MSn tal que cada a´lgebra
s.i. de MSn e´ isomorfa a uma e a uma so´ a´lgebra de Si(MSn), definimos em
Si(MSn) uma ordem parcial ≤. Sendo V uma subvariedade na˜o trivial de
MSn, supomos que todos os elementos maximais de (V∩ Si(MSn),≤) teˆm,
pelo menos, um ponto fixo e, no resultado principal deste cap´ıtulo mostra-
mos que, se existirem exactamente k (k ∈ N) elementos maximais de (V∩
Si(MSn),≤) com dois pontos fixos, enta˜o:
- dado α ∈ {1, .., k}, na˜o existe uma a´lgebra conta´vel que tenha exacta-
mente α pontos fixos e que gere V;
- para todo α ∈ (N0\{1, ..., k}) ∪ {ℵ0}, existe, de facto, uma a´lgebra
conta´vel com exactamente α pontos fixos e que gera a variedade V.
Atendendo aos resultados obtidos, uma questa˜o que se coloca naturalmente e´
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a de sabermos qual o nu´mero ma´ximo de a´lgebras s.i com dois pontos fixos
que podem existir no conjunto de elementos maximais de (V∩ Si(MSn),≤). No
caso em que V e´ uma subvariedade de MS
p
k1
1 p
k2
2
, com p1, p2 primos distintos
e com k1, k2 ∈ N0, conseguimos obter uma resposta para esta questa˜o.
Para finalizar o estudo, analisamos a aplicac¸a˜o dos resultados obtidos a
alguns casos particulares.
Neste cap´ıtulo usamos alguma notac¸a˜o espec´ıfica e fazemos refereˆncia a
alguns factos que conve´m, antes demais, apresentar.
Sejam V uma subvariedade de O e L = (L, f) ∈ O. Representamos por:
- Fix(L) o conjunto {x ∈ L | f(x) = x} dos pontos fixos de L;
- Cfix(V) o conjunto
{|Fix(L)| : L e´ uma a´lgebra (conta´vel) tal que V (L) = V}.
Dada uma a´lgebra de Ockham L = (L, f), M. Sequeira define em [22] que:
- L satisfaz a propriedade P0 se L e´ trivial (|L| = 1) ou se L na˜o tem
pontos fixos (Fix(L) = ∅),
- L satisfaz a propriedade P1 se L tem, no ma´ximo, um ponto fixo, i.e.,
|Fix(L)| ∈ {0, 1}.
Sendo {Li}i∈I uma famı´lia na˜o vazia de a´lgebras de Ockham verifica-se
facilmente que Fix(
∏
i∈I Li) =
∏
i∈IFix(Li). Consequentemente, se {Li}i∈I e´
uma famı´lia na˜o vazia de a´lgebras de Ockham que satisfazem Pl, l ∈ {0, 1},
enta˜o o produto directo
∏
i∈I Li tambe´m satisfaz Pl, [22].
E´ igualmente u´til observar, que se L e´ uma a´lgebra de Ockham que satisfaz
Pl, para algum l ∈ {0, 1}, enta˜o tambe´m qualquer suba´lgebra de L satisfaz Pl.
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Segundo o Teorema de Birkhoff (Teorema 0.1), toda a a´lgebra de uma
variedade V e´ produto subdirecto de a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis em
V. Assim se todas as a´lgebras s.i de V satisfazem Pl, l ∈ {0, 1}, o mesmo
acontece com toda a a´lgebra de V, tendo-se Cfix(V) ⊆ {0, 1}. Po˜e-se enta˜o
a questa˜o de sabermos o que concluir relativamente a Cfix(V) se existir, pelo
menos, uma a´lgebra s.i de V que na˜o satisfaz Pl, para qualquer l ∈ {0, 1}.
Se, numa variedade V de a´lgebras de Ockham, existe uma a´lgebra que na˜o
satisfaz P1, sabemos de [22] que V conte´m a variedade M. Relativamente a
esta u´ltima variedade, sabe-se tambe´m que, para cada α ∈ N0 ∪ {ℵ0}, existe
uma a´lgebra de De Morgan cujo conjunto de pontos fixos tem cardinalidade
α, [26], [27], [28, pa´gina 151]. Logo, para cada α ∈ N0 ∪ {ℵ0}, existem em V
a´lgebras cujo conjunto de pontos fixos tem cardinalidade α.Mas sera´ que todas
as cardinalidades sa˜o admiss´ıveis para o conjunto dos pontos fixos das a´lgebras
(conta´veis) que geram V? Se considerarmos, por exemplo, a variedade M,
prova–se que embora existam nesta variedade a´lgebras que teˆm exactamente
um ponto fixo, nenhuma delas gera M, [26, Teorema 4.4].
Neste cap´ıtulo vamos, enta˜o, determinar quais as cardinalidades admiss´ıveis,
e as que sa˜o realmente atingidas, para o conjunto dos pontos fixos das a´lgebras
que geram uma subvariedade V de MSn; note-se que no caso em que M ⊆ V
o estudo refere-se apenas a a´lgebras conta´veis.
Como ja´ foi poss´ıvel apercebermo-nos, o estudo sobre pontos fixos em
a´lgebras-MSn esta´ relacionado com as a´lgebras s.i. de MSn e, por isso, e´
conveniente recordar alguns conceitos e resultados relativos a estas a´lgebras, o
que pode ser feito no cap´ıtulo 0, secc¸a˜o 0.2.
Na secc¸a˜o 0.2 (pa´gina 18) ja´ hav´ıamos feito refereˆncia a uma classe Si(MSn)
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de a´lgebras s.i. de MSn tal que cada a´lgebra s.i. de MSn e´ isomorfa a uma
e a uma so´ a´lgebra de Si(MSn) . Ao longo deste cap´ıtulo vamos considerar,
sem perda de generalidade, que Si(MSn) refere a classe mencionada e vamos
ordenar os elementos de Si(MSn) da seguinte forma: dados dois elementos
X , Y ∈ Si(MSn),
X ≤ Y ⇔ X ∈ S({Y}) (X e´ isomorfo a uma suba´lgebra de Y).
Para cada subvariedade na˜o trivial V de MSn, denotamos por m(V)
o conjunto dos elementos maximais de (V∩ Si(MSn),≤); verifica-se que
se m(V) = {X1, ...,Xt} e L e´ uma a´lgebra de MSn tal que V (L) = V =
V (X1) ∨ ... ∨ V (Xt), enta˜o L e´ produto subdirecto de uma famı´lia de a´lgebras
pertencentes a S({X1}) ∪ ... ∪ S({Xt}) e na qual cada Xi, 1 ≤ i ≤ t, ocorre,
pelo menos, uma vez, [22]. Desta forma, a cardinalidade do conjunto Fix(L),
|Fix(L)|, esta´ relacionada com o nu´mero de pontos fixos das a´lgebras s.i. Xi,
1 ≤ i ≤ t.
Sendo V uma subvariedade na˜o trivial de MSn e atendendo a que uma
a´lgebra s.i. de MSn admite, no ma´ximo, dois pontos fixos, [2, Teorema 7], o
conjunto m(V) satisfaz exactamente uma das seguintes condic¸o˜es:
i) m(V) tem, pelo menos, um elemento sem pontos fixos;
ii) todo o elemento de m(V) tem exactamente um ponto fixo.;
iii) todos os elementos de m(V) teˆm, pelo menos, um ponto fixo, e ha´, pelo
menos, um elemento de m(V) que tem dois pontos fixos.
No caso em que V e´ uma subvariedade de MSn que satisfaz uma das
condic¸o˜es i) ou ii), determinam-se facilmente as cardinalidades admiss´ıveis
para o conjunto dos pontos fixos das a´lgebras conta´veis que geram V.
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Teorema 2.1 Seja V uma subvariedade de MSn.
a) Se m(V) satisfaz a condic¸a˜o i), enta˜o Cfix(V) = {0}.
b) Se m(V) satisfaz a condic¸a˜o ii), enta˜o Cfix(V) = {0, 1}.
Demonstrac¸a˜o: Suponha-se que m(V) = {X1, ...,Xt}, e que L e´ uma a´lgebra
deMSn tal que V (L) = V = V (X1)∨...∨V (Xt). Enta˜o L e´ produto subdirecto
de uma famı´lia de a´lgebras pertencentes a S({X1}) ∪ ... ∪ S({Xt}) e na qual,
cada Xi, 1 ≤ i ≤ t, ocorre, pelo menos, uma vez.
a) Dado que |Fix(Xi)| = 0, para algum i ∈ {1, ..., t}, resulta que |Fix(L)| = 0.
Verifica-se tambe´m que a a´lgebra
∏t
i=1Xi geraV e na˜o tem pontos fixos. Enta˜o
Cfix(V) = {0}.
b) Para todo i ∈ {1, ..., t}, Xi satisfaz P1, logo |Fix(L)| ∈ {0, 1}, e portanto
Cfix(V) ⊆ {0, 1}. Relativamente a` outra inclusa˜o tambe´m e´ fa´cil provar a sua
validade. De facto,
∏t
i=1Xi e´ uma a´lgebra que gera V que tem um ponto fixo
e, se considerarmos B = ({0, 1},∧,∨, f, 0, 1) ∈ K1,0 , enta˜o B×
∏t
i=1Xi e´ uma
a´lgebra sem pontos fixos e que tambe´m gera V. Logo {0, 1} ⊆ Cfix(V).
Para o estudo do caso iii) precisamos de mais alguns resultados, relativos a
a´lgebras s.i. com dois pontos fixos, que a seguir estabelecemos e demonstramos.
Como ja´ referimos no cap´ıtulo 0, algumas das a´lgebras s.i. de MSn sa˜o as
a´lgebras B2m = (B2m, φ) em que m e´ um divisor de n. Relativamente a estas
a´lgebras vamos verificar que e´ poss´ıvel determinar um elemento g ∈ B2m a
partir do qual, e utilizando unicamente as operac¸o˜es ∨,∧ e φ, se podem obter
todos os restantes elementos de B2m. Em particular, podemos obter os dois
pontos fixos de B2m:
m−1∨
j=0
a2j e
m−1∨
j=0
a2j+1.
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Lema 2.2 Dado m ∈ N\{1}, sejam B2m = (B2m, φ), e a0, a1, ..., a2m−1 os
a´tomos de B2m. Seja gi,s = ai∨ai+1(mod 2m)∨...∨ai+s(mod 2m) com 0 ≤ i ≤ 2m−1
e 1 ≤ s < 2m− 1 e s ı´mpar. Enta˜o SgB2m({gi,s}) = B2m e
- se i e´ par, tem-se
m∨
j=1
φ2j(gi,s ∧ φ(gi,s)) =
m−1∨
k=0
a2k e
m∨
j=1
φ2j−1(gi,s ∨ φ(gi,s)) =
m−1∨
k=0
a2k+1,
- se i e´ ı´mpar, tem-se
m∨
j=1
φ2j(gi,s ∧ φ(gi,s)) =
m−1∨
k=0
a2k+1 e
m∨
j=1
φ2j−1(gi,s ∨ φ(gi,s)) =
m−1∨
k=0
a2k.
Demonstrac¸a˜o: Seja gi,s = ai ∨ ai+1(mod 2m) ∨ ... ∨ ai+s(mod 2m), com
0 ≤ i ≤ 2m− 1 e 1 ≤ s < 2m− 1 e s ı´mpar.
Dado que B2m = SgB2m({a0, a1, ..., a2m−1}), para provar que B2m = SgB2m({gi,s})
basta-nos verificar que aj ∈ SgB2m({gi,s}), para todo j ∈ {0, 1, ..., 2m− 1}.
Como gi,s ∈ SgB2m({gi,s}), tambe´m φ(gi,s), gi,s∧φ(gi,s), gi,s∨φ(gi,s) ∈ SgB2m({gi,s})
e tem-se:
φ(gi,s) = c(ai+1(mod 2m)) ∧ c(ai+2(mod 2m)) ∧ ... ∧ c(ai+s+1(mod 2m))
gi,s ∧ φ(gi,s) = ai ∧ c(ai+1(mod 2m)) ∧ ... ∧ c(ai+s+1(mod 2m))
a)
= ai
gi,s ∨ φ(gi,s) = ai ∨ ai+1(mod 2m) ∨ ... ∨ ai+s(mod 2m) ∨ c(ai+s+1(mod 2m))
b)
= c(ai+s+1(mod 2m))
a) Sabemos que s < 2m − 1, logo s + 1 < 2m. Enta˜o, para cada
j ∈ {i + 1(mod 2m), ..., i + s + 1(mod 2m)}, os a´tomos ai e aj sa˜o distin-
tos e, portanto, ai ≤ c(aj).
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b) Pelo mesmo motivo apresentado em a), temos que: para cada
j ∈ {i, i + 1(mod 2m), ..., i + s(mod 2m)}, os a´tomos aj e ai+s+1(mod 2m) sa˜o
distintos e, portanto, aj ≤ c(ai+s+1(mod 2m)).
Uma vez que ai, c(ai+s+1(mod 2m)) ∈ SgB2m({gi,s}) e que aj = ai+(2m+j−i)(mod 2m),
para cada j ∈ {0, 1, ..., 2m− 1}, temos o seguinte:
- se 2m+ j − i e´ par, enta˜o aj = φ2m+j−i(mod 2m)(ai),
- se 2m+j−i e´ ı´mpar, enta˜o 2m+j−i = s+(2m+j−i−s) onde 2m+j−i−s
e´ par (pois s e´ ı´mpar) e aj = φ
2m+j−i−s−1(mod 2m)(c(ai+s+1(mod 2m))).
Logo aj ∈ SgB2m({gi,s}), ∀j ∈ {0, 1, ..., 2m − 1}, e podemos, enta˜o, concluir
que B2m = SgB2m({gi,s}).
Para k ∈ {1, ...,m}, temos que φ2k(gi,s∧φ(gi,s)), φ2k−1(gi,s∨φ(gi,s)) ∈ SgB2m({gi,s}),
e:
φ2k(gi,s ∧ φ(gi,s)) =
(
s+2k∨
j=2k
ai+j(mod 2m)
)
∧
(
s+2k+1∧
j=2k+1
c(ai+j(mod 2m))
)
= ai+2k(mod 2m) ∧
(
s+2k+1∧
j=2k+1
c(ai+j(mod 2m))
)
c)
= ai+2k(mod 2m)
φ2k−1(gi,s ∨ φ(gi,s)) =
(
s+2k−1∧
j=2k−1
c(ai+j(mod 2m))
)
∧
(
s+2k∨
j=2k
ai+j(mod 2m)
)
=
(
s+2k−1∧
j=2k−1
c(ai+j(mod 2m))
)
∧ ai+s+2k(mod 2m)
c)
= ai+s+2k(mod 2m)
c) Dado que s < 2m−1, enta˜o {ai+2k(mod 2m), ai+2k+1(mod 2m), ..., ai+s+2k+1(mod 2m)}
e´ um conjunto de a´tomos distintos dois a dois. O mesmo se passa relativamente
a {ai+2k−1(mod 2m), ..., ai+s+2k−1(mod 2m), ai+s+2k(mod 2m)}.
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Enta˜o
-
m∨
k=1
φ2k(gi,s ∧ φ(gi,s)) =
2m−1∨
l=0
ai+2l(mod 2m) e
-
m∨
k=1
φ2k−1(gi,s ∨ φ(gi,s)) =
2m−1∨
l=0
ai+s+2l(mod 2m).
Dependendo de i ser par ou ı´mpar, concluimos o resultado enunciado no
lema.
Dado m ∈ N\{1}, sejam U2m = (U2m, φ), e a0, a1, ..., a2m os elementos
∨-irredut´ıveis de U2m. Tendo em conta que C(U2m) = (U2m)2m,0 ∼= B2m e
At(C(U2m)) = {a0, a1, .., a2m−1}, resulta do lema anterior o seguinte:
Lema 2.3 Dado m ∈ N\{1}, sejam U2m = (U2m, φ), e a0, a1, ..., a2m os
elementos ∨-irredut´ıveis de U2m. Seja gi,s = ai ∨ ai+1(mod 2m) ∨ ... ∨ ai+s(mod 2m)
com 0 ≤ i ≤ 2m− 1 e 1 ≤ s < 2m− 1 e s ı´mpar.
Enta˜o
- SgU2m({gi,s}) = C(U2m).
-
m∨
j=1
φ2j(gi,s ∧ φ(gi,s)) e´ ponto fixo de U2m,
-
m∨
j=1
φ2j−1(gi,s ∨ φ(gi,s)) e´ ponto fixo de U2m.
Seja V uma subvariedade de MSn e sejam Xi ∈ V, i ∈ {1, ..., k}, a´lgebras
s.i. com dois pontos fixos, na˜o compara´veis duas a duas. Do Teorema 0.10
resulta que, para cada i ∈ {1, ..., k}, Xi ∼= U2ni ou Xi ∼= B2ni , para algum ni
divisor de n, e, da Proposic¸a˜o 0.11 sabe-se que ni e´ o menor natural tal que
Xi ∈ MSni . Dado que, para todo i, j ∈ {1, ..., k}, com i 6= j, as a´lgebras Xi,
Xj na˜o sa˜o compara´veis, enta˜o, ni 6= nj.
Dado que cada a´lgebra Xi = (Xi, φi) pertence a MSni , tambe´m sabemos que
(Xi)1,0 = {
ni∨
j=1
φ2ji (x) | x ∈ Xi} e, como Xi e´ subdirectamente irredut´ıvel,
resulta de [2, Lema 1] que (Xi)1,0 = {0, 1} ∪ Fix(Xi).
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Lema 2.4 Sejam V uma subvariedade de MSn, k ∈ N e, para i ∈ {1, ..., k},
sejam Xi ∈ V a´lgebras s.i. com dois pontos fixos, na˜o compara´veis duas a
duas. Seja ni o menor natural tal que Xi ∈MSni e seja m ∈ {1, ..., k} tal que
nm = max{n1, ..., nk}. Representem-se por wm, c(wm) os pontos fixos de Xm.
Seja L = (L, f) uma suba´lgebra de
k∏
i=1
Xi e produto subdirecto de {Xi}i∈{1,...,k}.
Enta˜o existem qi ∈ {0} ∪ Fix(Xi), para i ∈ {1, ..., k} \ {m}, tais que
(q1, ..., wm, ..., qk), (q1, ..., c(wm), ..., qk) ∈ L.
Demonstrac¸a˜o: Seja L uma a´lgebra nas condic¸o˜es indicadas anteriormente.
Para a prova do resultado enunciado vamos dividir o estudo em dois casos:
k = 1 e k > 1. O resultado e´ imediato para o caso em que k = 1. Estudemos
agora o caso em que k > 1.
Caso k > 1 : Dado que, para todo i ∈ {1, ..., k}, Xi = (Xi, φi) e´ uma a´lgebra
s.i. com dois pontos fixos, enta˜o Xi ∼= B2ni ou Xi ∼= U2ni , sendo ni um divisor
de n e, o menor natural para o qual Xi ∈MSni . Dados i, j ∈ {1, ..., k}, tambe´m
sabemos que se i 6= j, enta˜o ni 6= nj; donde resulta que qualquer subconjunto
na˜o vazio de {n1, ..., nk} admite ma´ximo.
Sejam enta˜o m,m′ ∈ {1, ..., k}, tais que
nm = max{n1, ..., nk} e nm′ = max({n1, ..., nk} \ {nm}).
Uma vez que nm ≥ 2 e nm′ < nm, e Xm ∼= B2nm ou Xm ∼= U2nm ,
tem-se At(C(Xm)) = {a0, a1, ..., a2nm′−1, ..., a2nm−1} com 2nm − 1 ≥ 3 e
2nm′ − 1 < 2nm − 1.
Dos elementos de Xm vamos considerar, em particular, o elemento
em = a0 ∨ a1. Dado que L e´ produto subdirecto de {Xi}i∈{1,...,k}, existem
ei ∈ Xi, i ∈ {1, ..., k} \ {m}, tais que (ei)i∈{1,...,k} ∈ L.
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Para cada i ∈ {1, ..., k}, representamos por pi o elemento
nm′∨
d=1
φ2di (ei) e, desta
forma,
nm′∨
d=1
f 2d((ei)i∈{1,...,k}) = (pi)i∈{1,...,k} ∈ L.
Como, para todo i ∈ {1, ..., k} \ {m}, temos que ei ∈ Xi e Xi ∈ MSni e
ni ≤ nm′ , vem
pi =
ni∨
d=1
φ2di (ei) ∨
nm′∨
d=ni+1
φ2di (ei)
=
ni∨
d=1
φ2di (ei) ∈ (Xi)1,0 = {0, 1} ∪ Fix(Xi).
Verifica-se tambe´m que
pm =
nm′∨
d=1
φ2dm (em) =
2nm′+1∨
d=2
ad(mod 2nm) =
2nm′−1∨
j=0
a2+j(mod 2nm).
Dado que nm 6= 1, nm′ < nm e nm ≥ 2, enta˜o a a´lgebra Xm e o elemento pm
esta˜o nas condic¸o˜es
i) do Lema 2.2, caso Xm ∼= B2nm , ii) do Lema 2.3, caso Xm ∼= U2nm
e podemos concluir, em qualquer dos casos, que
nm∨
j=1
φ2jm(pm ∧ φm(pm)) e
nm∨
j=1
φ2j−1m (pm ∨ φm(pm)) sa˜o os pontos fixos de Xm.
Sejam wm =
nm∨
j=1
φ2jm(pm ∧ φm(pm)) e c(wm) =
nm∨
j=1
φ2j−1m (pm ∨ φm(pm)).
Uma vez que p = (p1, ..., pm, ..., pk) ∈ L, tambe´m temos que:
-
nm∨
j=1
f 2j(p ∧ f(p)) = (r1, ..., wm, ..., rk) ∈ L sendo,
ri =
nm∨
j=1
φ2ji (pi ∧ φi(pi)), para i ∈ {1, ..., k} \ {m};
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-
nm∨
j=1
f 2j(p ∨ f(p)) = (s1, ..., c(wm), ..., sk) ∈ L sendo,
si =
nm∨
j=1
φ2j−1i (pi ∨ φi(pi)), para i ∈ {1, ..., k} \ {m}.
Para todo i ∈ {1, ..., k} \ {m}, e´ fa´cil verificar que:
- se pi = 1, enta˜o ri = si = 0,
- se pi = 0, enta˜o ri = si = 0,
- se pi = u, onde u e´ ponto fixo de Xi, enta˜o ri = si = u.
Enta˜o existem qi ∈ {0} ∪ Fix(Xi), para i ∈ {1, ..., k} \ {m}, tais que:
(q1, ..., wm, ..., qk) ∈ L e (q1, ..., c(wm), ..., qk) ∈ L.
Recorrendo a este lema mostra-se, enta˜o, o seguinte:
Teorema 2.5 Sejam V uma subvariedade de MSn, k ∈ N, e, para
i ∈ {1, ..., k}, sejam Xi ∈ V a´lgebras s.i. com dois pontos fixos, na˜o com-
para´veis duas a duas. Seja L = (L, f) uma suba´lgebra de
k∏
i=1
Xi e produto
subdirecto de {Xi}i∈{1,...,k}.
Enta˜o |Fix(L)| ≥ k + 1.
Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o deste resultado e´ feita por induc¸a˜o sobre k,
i.e., sobre o nu´mero de a´lgebras s.i..
A base de induc¸a˜o consiste no caso k = 1 e para este valor de k verifica-se
que a afirmac¸a˜o do teorema e´, de facto, trivial.
Para a prova do passo de induc¸a˜o vamos assumir como hipo´tese que a
afirmac¸a˜o e´ va´lida para certo t ∈ N; temos de mostrar que o resultado tambe´m
e´ va´lido para t+ 1.
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Considere-se, enta˜o, que L e´ suba´lgebra de
t+1∏
i=1
Xi e produto subdirecto de
{Xi}i∈{1,...,t+1}, onde, para todo i ∈ {1, ..., t + 1}, Xi = (Xi, φi) e´ uma a´lgebra
s.i. de V, |Fix(Xi)| = 2, e, dados i1, i2 ∈ {1, ..., t+1}, com i1 6= i2, as a´lgebras
Xi1 , Xi2 na˜o sa˜o compara´veis. Para concluirmos acerca da validade do passo
de induc¸a˜o teremos pois de mostrar que |Fix(L)| ≥ t+ 2.
Dado que os elementos de
⋃
i∈{1,...,t+1}
{Xi} sa˜o a´lgebras s.i. com dois pon-
tos fixos, na˜o compara´veis duas a duas, ja´ observa´mos anteriormente que:
i) Xi ∼= B2ni ou Xi ∼= U2ni , onde ni e´ um divisor de n e e´ o menor na-
tural tal que Xi ∈ MSni ; ii) ni1 6= ni2 sempre que i1 6= i2. Tendo em con-
ta estes factos e que t + 1 ≥ 2, vamos supoˆr, sem perda de generalidade, que
nt+1 = max{n1, ..., nt+1} e nt = max{n1, ..., nt}.
Consideremos agora que ϕ e´ a restric¸a˜o a L da projecc¸a˜o p :
t+1∏
i=1
Xi −→
t∏
i=1
Xi.
Enta˜o ϕ(L) e´ suba´lgebra de ∏ti=1Xi e produto subdirecto de {Xi}i∈{1,...,t}.
Logo, por hipo´tese de induc¸a˜o, ϕ(L) tem, pelo menos, t+ 1 pontos fixos:
(xj1, ..., x
j
t) com j ∈ {1, ..., t+ 1} e xji ∈ Fix(Xi), para i ∈ {1, ..., t}.
Como (xj1, ..., x
j
t) ∈ ϕ(L) para cada j ∈ {1, ..., t + 1}, e ϕ e´ a restric¸a˜o a L da
projecc¸a˜o p, existem yj ∈ Xt+1, j ∈ {1, ..., t+ 1}, tais que (xj1, ..., xjt , yj) ∈ L.
Enta˜o, para cada j ∈ {1, ..., t+1}, tambe´m temos que (xj1, ..., xjt , zj) ∈ L, onde
zj = φ2t+1(y
j) ∨ ... ∨ φ2nt+1t+1 (yj) e, como Xt+1 e´ uma a´lgebra-MSnt+1 e e´ s.i.,
zj ∈ (Xt+1)1,0 = {0, 1} ∪ Fix(Xt+1).
Seja xj = (xj1, ..., x
j
t , z
j) e, dado j ∈ {1, ..., t + 1}, represente-se por gj a
sequeˆncia das primeiras t componentes de xj, i.e., gj = (xj1, ..., x
j
t). Note-se
que dados j1, j2 ∈ {1, ..., t+ 1}, se j1 6= j2, enta˜o gj1 6= gj2 e xj1 6= xj2 .
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No texto que se segue denotamos por wt+1 e c(wt+1) os pontos fixos de Xt+1
e, dado que a a´lgebra L se encontra nas condic¸o˜es do lema anterior, sabemos
que existem qi ∈ {0} ∪ Fix(Xi), i ∈ {1, ..., t}, tais que (q1, ..., qt, wt+1) ∈ L e
(q1, ..., qt, c(wt+1)) ∈ L. Sejam e1 = (q1, ..., qt, wt+1) e e2 = (q1, ..., qt, c(wt+1)).
Relativamente aos elementos x1, ..., xt+1 vamos agora agrupa´-los em quatro
conjuntos:
- Z1 = {xj ∈ {x1, ..., xt+1} : zj = 0};
- Z2 = {xj ∈ {x1, ..., xt+1} : zj = 1};
- Z3 = {xj ∈ {x1, ..., xt+1} : zj = wt+1};
- Z4 = {xj ∈ {x1, ..., xt+1} : zj = c(wt+1)}.
Como |Z1| + |Z2| + |Z3| + |Z4| = t + 1, prosseguimos o estudo considerando
dois casos: |Z3|+ |Z4| = t+ 1 e |Z3|+ |Z4| < t+ 1.
a) |Z3|+|Z4| = t+1: Neste caso a a´lgebra L tem, pelo menos, t+1 pontos fixos.
Tem-se tambe´m Z3 6= ∅ e/ou Z4 6= ∅; suponha-se, sem perda de generalidade,
que Z3 6= ∅.
Dado xj ∈ Z3 seja uj = (xj ∧ (f(e1) ∧ f(e2))) ∨ e2.
Note-se que uj ∈ L e uji =

xji se i ∈ {1, ..., t} e qi = 0
qi se i ∈ {1, ..., t} e qi ∈ Fix(Xi)
c(wk+1) se i = t+ 1
.
O elemento uj e´ um ponto fixo de L e tem-se que uj /∈ Z3 uma vez que
ujt+1 = c(wt+1). Temos, agora, duas hipo´teses: u
j /∈ Z4 (caso i) ou uj ∈ Z4
(caso ii).
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Caso i: Se uj /∈ Z4, enta˜o L tem mais um ponto fixo, ale´m dos t + 1 pontos
fixos ja´ existentes.
Caso ii: Se uj ∈ Z4 tambe´m conseguimos provar a existeˆncia de mais um ponto
fixo de L. De facto, se considerarmos o elemento vj = (uj∧(f(e1)∧f(e2)))∨e1
tem-se que:
- vji =

uji = x
j
i se i ∈ {1, ..., t} e qi = 0
uji = qi se i ∈ {1, ..., t} e qi ∈ Fix(Xi)
wk+1 se i = t+ 1
e, portanto, vj e´ um ponto fixo de L;
- vj /∈ Z4 pois vjt+1 = wt+1;
- vj /∈ Z3 porque (vji )i∈{1,...,t} = (uji )i∈{1,...,t} e como uj ∈ Z4, enta˜o
(uji )i∈{1,...,t} 6= gl, para todo xl ∈ Z3.
Logo concluimos em qualquer dos casos que L tem, pelo menos, mais um ponto
fixo, i.e., L tem, pelo menos, t+ 2 pontos fixos.
b) |Z3| + |Z4| < t + 1: Consideremos agora a situac¸a˜o em que
|Z3| + |Z4| = s3 < t + 1 (note-se que se s3 6= 0, a a´lgebra L tem, pelo menos,
s3 pontos fixos). Enta˜o |Z1| + |Z2| ≥ 1, donde resulta que |Z1| = s1 ≥ 1 e/ou
|Z2| = s2 ≥ 1. Suponha-se, sem perda de generalidade, que |Z1| ≥ 1.
Dado xj ∈ Z1, sejam s,j = (xj ∨ f(e1)) ∧ f(xj) e tj = (xj ∨ f(e2)) ∧ f(xj).
Temos enta˜o:
- sj 6= tj pois sjt+1 = wt+1 e tjt+1 = c(wt+1);
- sj e tj sa˜o pontos fixos de L;
- (sji )i∈{1,...,t} = (t
,j
i )i∈{1,...,t} = (x
j
i )i∈{1,...,t} = g
j;
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- sj /∈ Z4 pois sjt+1 = wt+1;
- sj /∈ Z3 pois (sji )i∈{1,...,t} = gj, xj ∈ Z1 e gj 6= gl, para todo o xl ∈ Z3;
- tj /∈ Z3 pois tjt+1 = c(wt+1);
- tj /∈ Z4 pois (t,ji )i∈{1,...,t} = gj, xj ∈ Z1 e gj 6= gl, para todo o xl ∈ Z4;
- dados xj1 , xj2 ∈ Z1 tais que xj1 6= xj2 , temos gj1 6= gj2 , logo
{sj1 , tj1} ∩ {sj2 , tj2} = ∅,
donde concluimos que a a´lgebra L tem, enta˜o, mais 2.s1 pontos fixos: sj, tj,
com j ∈ {1, ..., s1}.
No caso em que s2 = 0, a a´lgebra L tem, pelo menos, s3 + 2.s1 pontos fixos e,
como s3 + s1 = t + 1 e s1 ≥ 1, vem que s3 + 2.s1 ≥ t + 2. Logo L tem, pelo
menos, t+ 2 pontos fixos.
Se s2 ≥ 1, a a´lgebra L tem, tambe´m, mais 2.s2 pontos fixos, distintos dos
2.s1 pontos fixos obtidos anteriormente (se x
j ∈ Z2, enta˜o gj 6= gi, para todo
xi ∈ Z1). Neste caso, a a´lgebra L tem, pelo menos, s3+2s1+2s2 pontos fixos
e, como 2s1 > s1 e 2s2 > s2, vem que s3 + 2.s1 + 2.s2 > s3 + s1 + s2 = t+ 1.
Assim, a a´lgebra L tem, pelo menos, t+ 2 pontos fixos.
O resultado que acaba´mos de provar e´ essencial na prova do lema seguinte, o
qual, por sua vez, nos permitira´ concluir que se V e´ uma subvariedade deMSn
tal que m(V) satisfaz a condic¸a˜o iii) e m(V) conte´m exactamente k a´lgebras
(k ∈ N) com dois pontos fixos, enta˜o Cfix(V) ⊆ (N0 \ {1, ..., k}) ∪ {ℵ0}.
Lema 2.6 Seja V uma subvariedade de MSn tal que m(V) satisfaz a con-
dic¸a˜o iii). Se m(V) conte´m exactamente k a´lgebras com dois pontos fixos, com
k ∈ N, enta˜o m /∈ Cfix(V), para todo m ∈ {1, ..., k}.
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Demonstrac¸a˜o : Seja m(V) = {Y1, ...,Yk, ...,Yk+s} onde s ∈ N0,
|Fix(Yp)| = 2, para p ∈ {1, ..., k} e |Fix(Yp)| = 1, para p ∈ {k + 1, .., k + s}.
Observe-se que, dados p, q ∈ {1, ..., k}, as a´lgebras Yp, Yq na˜o sa˜o compara´veis
para p 6= q.
Suponha-se que m ∈ Cfix(V), para m ∈ {1, ..., k}. Enta˜o existe uma a´lgebra
L ∈MSn tal que V (L) = V e |Fix(L)| = m.
Como V (L) = V, a a´lgebra L e´ produto subdirecto de uma famı´lia de a´lgebras
pertencentes a S({Y1}) ∪ ... ∪ S({Yk+s}), em que cada Yp, p ∈ {1, ..., k + s},
ocorre, pelo menos, uma vez. Seja I = {1, ..., k}∪I ′, com I ′ ⊆ N0, e considere-
-se que L e´ produto subdirecto de {Xi}i∈I , Xi = (Xi, φi), em que cada
Xi ∈ S({Y1}) ∪ ... ∪ S({Yk+s}); sem perda de generalidade, admita-se que,
para cada i ∈ {1, ..., k}, Xi = Yi.
Dado que a a´lgebra L tem m pontos fixos, com m ∈ {1, ..., k}, enta˜o
|Fix(Xi)| 6= 0, para todo i ∈ I. Seja I1 = {i ∈ I | |Fix(Xi)| = 2}; note-se
que, por hipo´tese, |I1| ≥ k.
Para j ∈ {1, ...,m}, sejam xj = (xji )i∈I os pontos fixos de L (onde cada
xji e´ ponto fixo de Xi), gj = (xj1 , ..., xjk) e ϕ a restric¸a˜o a L da projecc¸a˜o
p :
∏
i∈I Xi →
∏k
i=1Xi .
Dado que ϕ e´ a restric¸a˜o a L da projecc¸a˜o p verifica-se que
- gj ∈ ϕ(L), para todo j ∈ {1, ...,m}, e cada gj e´ um ponto fixo de ϕ(L);
- ϕ(L) e´ suba´lgebra de ∏ki=1 Yi e produto subdirecto de {Yi}i∈{1,...,k} e,
pelo Teorema 2.5, sabe-se que ϕ(L) tem, pelo menos, k+1 pontos fixos.
Atendendo a que k + 1 > m, enta˜o ϕ(L) tem, pelo menos, mais (k + 1) −m
pontos fixos gl = (xl1, ..., x
l
k), com l ∈ {m+ 1, ..., k + 1}.
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Usando, novamente, o facto de que ϕ e´ a restric¸a˜o a L da projecc¸a˜o p,
sabemos que, para cada l ∈ {m + 1, ..., k + 1}, existem xli ∈ Xi,
com i ∈ I \ {1, ..., k}, tais que rl = (xli)i∈I ∈ L.
Consideremos agora que ul = f 2(rl)∨ ... ∨ f 2n(rl), com l ∈ {m+ 1, ..., k + 1}.
Enta˜o, para todo i ∈ {1, ..., k}, uli ∈Fix(Xi) e, para todo i ∈ I\{1, ..., k},
uli = φ
2
i (r
l
i)∨ ... ∨ φ2ni (rli) ∈ (Xi)1,0 (pois rli ∈ Xi e Xi ∈ MSni , sendo ni
um divisor de n). Por sua vez, como Xi e´ uma a´lgebra s.i. sabemos que
(Xi)1,0 = {0, 1} ∪ Fix(Xi).
Fixando xj (um dos pontos fixos de L), j ∈ {1, ..., k}, seja
vl = (xj ∧ (ul ∨ f(ul)) ∨ (ul ∧ f(ul)), com l ∈ {m + 1, ..., k + 1}. Relati-
vamente a cada elemento vl e´ simples verificar que se trata de um ponto fixo
de L. De facto, dado i ∈ I :
vli =
 x
j
i se u
l
i ∈ {0, 1, xji}
c(xji ) se u
l
i = c(x
j
i )
e tem-se (vli)i∈{1,...,k} = (u
l
i)i∈{1,...,k} = g
l.
Desta forma, a a´lgebra L tem como pontos fixos todos os elementos de
{x1, ..., xm, vm+1, ..., vk+1}, onde
- xj1 6= xj2 , para j1, j2 ∈ {1, ...,m} e j1 6= j2,
- vl 6= xj, para cada l ∈ {m + 1, ..., k + 1} e j ∈ {1, ...,m}, uma vez que
(vli)i∈{1,...,k} = g
l e gl 6= gj, para todo o j ∈ {1, ...,m}.
- vl1 6= vl2 , para l1, l2 ∈ {m + 1, ..., k + 1} e tais que l1 6= l2, pois
(vl1i )i∈{1,...,k} = g
l1 , (vl2i )i∈{1,...,k} = g
l2 e gl1 6= gl2 ,
o que significa que a a´lgebra L tem, pelo menos, k + 1 pontos fixos, onde
k + 1 > m, contrariando assim a hipo´tese de que L tinha m pontos fixos.
Logo, m /∈ Cfix(V), para todo o m ∈ {1, ..., k}.
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Como consequeˆncia imediata do resultado que acaba´mos de provar obtemos
o seguinte teorema:
Teorema 2.7 Seja V uma subvariedade de MSn tal que m(V) satisfaz a con-
dic¸a˜o iii). Se m(V) conte´m exactamente k a´lgebras (k ∈ N) com dois pontos
fixos, enta˜o Cfix(V) ⊆ (N0\{1, ..., k}) ∪ {ℵ0}.
Demonstrac¸a˜o: Suponha-se que m(V) conte´m exactamente k a´lgebras,
k ∈ N, com dois pontos fixos. Dado que V tem, pelo menos, uma a´lgebra com
dois pontos fixos, enta˜o M ⊆ V e, neste caso, so´ consideramos
a´lgebras conta´veis. Enta˜o Cfix(V) ⊆ N0 ∪ {ℵ0}. Por aplicac¸a˜o do lema
anterior, sabemos que j /∈ Cfix(V), para qualquer j ∈ {1, ..., k}. Logo
Cfix(V) ⊆ (N0 \ {1, ..., k}) ∪ {ℵ0}.
Como vamos verificar, a inclusa˜o estabelecida neste teorema e´, de facto,
uma igualdade. Comec¸amos por analisar o caso em que V e´ uma subvariedade
de MSn tal que m(V) satisfaz a condic¸a˜o iii) e m(V) tem exactamente uma
a´lgebra com dois pontos fixos. O estudo deste caso e´ uma generalizac¸a˜o de
[22, Teorema 3] e a sua prova e´ feita recorrendo a`s a´lgebras que apresentamos
a seguir.
Seja H a cadeia −∞ < ... < −2 < −1 < 0 < 1 < 2 < ... < +∞ e
consideremos o endomorfismo dual de H ×H definido por f(p, q) = (−q,−p).
Enta˜o H×H = (H ×H, f) ∈M = V (B2) e |Fix(H×H)| = ℵ0, [28].
Dados p ∈ N e q ∈ N \ {1}, seja q a cadeia x0 < x1 < ... < xq−1 e defina-se
a operac¸a˜o una´ria g em q2p da seguinte forma:
g(xk0 , xk1 , ..., xk2p−1) = (xq−1−k2p−1 , xq−1−k0 , xq−1−k1 ..., xq−1−k2p−2),
∀ (xk0 , xk1 , ..., xk2p−1) ∈ q2p.
2. Pontos fixos em a´lgebras-MSn 81
Seja Ypq = (q2p, g). Verifica-se facilmente que Ypq ∈ Kp,0 e que
Fix(Ypq ) = {(xk, xq−1−k, xk, ..., xq−1−k) | 0 ≤ k ≤ q − 1}.
Temos enta˜o |Fix(Ypq )| = q.
Para 0 ≤ i ≤ 2p − 1, seja pi : q2p → q a projecc¸a˜o no factor i de q2p. Dados
0 ≤ j ≤ 2p − 1 e 1 ≤ k ≤ q − 1 defina-se xj,k como o elemento de q2p tal
que pj(xj,k) = xk e pi(xj,k) = 0, para 0 ≤ i ≤ 2p − 1 e i 6= j. O conjunto de
elementos ∨-irredut´ıveis de q2p e´ J(q2p) = {xj,k | 0 ≤ j ≤ 2p−1, 1 ≤ k ≤ q−1}.
Sendo A = {xi,q−1 | 0 ≤ i ≤ 2p − 1}, enta˜o (SgYpq (A),∧,∨) e´ um reticulado
de Boole de a´tomos xi,q−1, 0 ≤ i ≤ 2p− 1. A a´lgebra SgYpq (A) = (SgYpq (A), g)
e´ uma a´lgebra-Kp,0 e e´ tal que g(xi,q−1) = c(xi+1(mod 2p),q−1), 0 ≤ i ≤ 2p − 1.
Como SgYpq (A) ' B2p e Kp,0 = V (B2p), [28, Teorema 2.13], podemos concluir
que Ypq gera Kp,0.
Enta˜o, dado p ∈ N, tem-se que, para todo q ∈ N\{1}, existe uma a´lgebra que
gera Kp,0 e que tem exactamente q pontos fixos.
Para a a´lgebra que a seguir se define, consideramos q ≥ 3. Dados
0 ≤ j ≤ 2p − 1 e 1 ≤ k ≤ q − 1, representa-se por yj,k o elemento de q2p
tal que
pj+1(mod 2p)(yj,k) =
 xq−2−k se k ≤ q − 2x0 se k = q − 1
pi(yj,k) = xq−1, 0 ≤ i ≤ 2p− 1, i 6= j + 1(mod 2p).
Seja h o endomorfismo dual de q2p induzido por h(xj,k) = yj,k, ∀ xj,k ∈ J(q2p)
e seja Wpq = (q2p, h). E´ fa´cil verificar que Wpq ∈MSp e que
Fix(Wpq ) = {(xk, xq−2−k, xk, ..., xq−2−k) : 1 ≤ k ≤ q − 3}
∪ {(x0, xq−1,x0, ..., xq−1), (xq−1, x0, xq−1, ..., x0)}.
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A a´lgebra Wpq tem q − 1 pontos fixos.
Consideremos o conjunto A = {xi,q−1 | 0 ≤ i ≤ 2p − 1} ∪ {x0,q−2}, formado
por elementos ∨-irredut´ıveis deWpq ; observe-se que A e´ unia˜o disjunta de uma
cadeia com dois elementos, x0,q−1 > x0,q−2, e 2p− 1 cadeias singulares, xi,q−1,
1 ≤ i ≤ 2p− 1. A a´lgebra SgWpq (A) = (SgWpq (A), h) e´ uma a´lgebra deMSp e e´
tal que h(xi,q−1) = c(xi+1(mod 2p),q−1)), 0 ≤ i ≤ 2p − 1, e h(x0,q−2) = c(x1,q−1).
Como SgWpq (A) ∼= U2p eMSp = V (U2p) (Teorema 0.13), podemos concluir que
Wpq gera MSp.
Enta˜o, dado p ∈ N, resulta que, para todo α ∈ N\{1}, existe uma a´lgebra que
gera MSp e que tem exactamente α pontos fixos.
Recorrendo a`s a´lgebras definidas prova-se, enta˜o, que:
Teorema 2.8 Sejam n ∈ N e V uma subvariedade de MSn que satisfaz iii) e
tal que em m(V) existe exactamente uma a´lgebra com dois pontos fixos.
Enta˜o Cfix(V) = (N0\{1}) ∪ {ℵ0}.
Demonstrac¸a˜o: Do Teorema 2.7 sabe-se que Cfix(V) ⊆ (N0 \ {1}) ∪ {ℵ0}.
Falta enta˜o provar que, para todo α ∈ (N0 \ {1}) ∪ {ℵ0}, existe uma a´lgebra
L ∈ V tal que V (L) = V. Seja m(V) = {X ,X1, ...,Xt} e suponha-se que
|Fix(X )| = 2 e |Fix(Xi)| = 1, para todo i ∈ {1, ..., t}. Consideremos, agora, os
seguintes casos: t = 0 e t > 0.
a) t = 0 : Relativamente a X sabemos que
X ∈ {B2p : p ∈ N e p | n} ∪ {U2p : p ∈ N e p | n}.
Se X = B2p, com p ∈ N tal que p | n, enta˜o V = V (B2p) = V (B × B2p)
= V ((H×H)×B2p), e tem-se |Fix(B ×B2p)| = 0, |Fix((H×H)×B2p)| = ℵ0.
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Sabemos tambe´m que V = V (B2p) = V (Ypq ), para qualquer q ∈ N\{1}, e
Fix(Ypq )| = q.
Se X = U2p, com p ∈ N tal que p | n, o caso e´ ana´logo. Tem-se V = V (U2p)
= V (B × U2p) = V ((H × H) × U2p) e |Fix(U2p)| = 2, |Fix(B × U2p)| = 0,
|Fix((H × H) × U2p)| = ℵ0. Como ja´ vimos, tambe´m temos V = V (U2p)
= V (Wpq ), para qualquer q ∈ N\{1, 2}, e |Fix(Wpq )| = q − 1.
Enta˜o, em qualquer dos casos, temos Cfix(V) = (N0 \ {1}) ∪ {ℵ0}.
b) t > 0: Como m(V) = {X , X1, ..., Xt}, enta˜oV = V (X )∨V (X1)∨...∨V (Xt).
Por a) sabemos que, para todo α ∈ (N0 \ {1}) ∪ {ℵ0}, existe uma a´lgebra L0
tal que V (L0) = V (X ) e |Fix(L0)| = α. Se consideramos L = L0 ×
∏t
i=1Xi
temos V = V (L) e |Fix(L)| = |Fix(L0)|.
Em [22, Teorema 7], M. Sequeira provou que se V e´ uma subvariedade de
MS2 que satisfaz iii) e tal que m(V) tem exactamente duas a´lgebras com dois
pontos fixos, enta˜o Cfix(V) = (N0 \ {1, 2}) ∪ {ℵ0}. Neste trabalho, foi poss´ıvel
obter um resultado semelhante para o caso em que V e´ uma subvariedade
de MSn que satisfaz iii) e m(V) tem exactamente k a´lgebras com dois pontos
fixos, com k ≥ 2. Tal resultado e´ conseguido recorrendo aos factos que a seguir
demonstramos.
Sejam k ∈ N, i ∈ {1, ..., k}, pi ∈ N e Ai = (Ai, fi) ∈ O tal que Ai tem
pi pontos fixos, w
l
i, l ∈ {1, ..., pi}. Consideremos L =
∏k
i=1Ai e os seguintes
conjuntos:
Xi = {(a1, ..., ak) ∈ L : aj = w1j , ∀ j ∈ {1, ..., k}\{i}}, com i ∈ {1, ..., k},
X =
k⋃
i=1
Xi,
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I = {(a1, ..., ak) ∈ L | ∀ i ∈ {1, ..., k}, ∃ xi ∈ Ai : ai = xi ∧ w1i } e
S = {(a1, ..., ak) ∈ L | ∀ i ∈ {1, ..., k}, ∃ xi ∈ Ai : ai = xi ∨ w1i }.
Relativamente a estes conjuntos prova-se que se C e´ um subconjunto finito
de X, enta˜o
∧
C,
∨
C ∈ X ∪ I ∪ S. De facto,
- se C = ∅, enta˜o ∧C e ∨C sa˜o, respectivamente, o elemento ma´ximo e
o elemento mı´nimo de L, e tem-se que
∧
C ∈ S e ∨C ∈ I;
- se C e´ um conjunto singular, o resultado e´ o´bvio;
- no caso em que C = {a, b}, e´ simples verificar que a∧b, a∨b ∈ X∪I∪S.
Como a, b ∈ X, enta˜o a ∈ Xi e b ∈ Xj, com i, j ∈ {1, ..., k}. Se i = j
temos que a ∧ b, a ∨ b ∈ Xi ⊆ X. No caso em que i 6= j, tem-se que
a ∧ b ∈ I e a ∨ b ∈ S.
A prova de que
∧
C,
∨
C ∈ X ∪ I ∪ S, para qualquer outro subconjunto
finito C, pode fazer-se por induc¸a˜o no nu´mero de elementos de C.
Proposic¸a˜o 2.9 Sejam k ∈ N, i ∈ {1, ..., k}, pi ∈ N e Ai = (Ai, fi) ∈ O, tal
que Ai tem pi pontos fixos, wli, l ∈ {1, ..., pi}. Seja L =
k∏
i=1
Ai, e sejam X, I e
S os conjuntos definidos anteriormente.
Enta˜o SgL(X) ⊆ X ∪ I ∪ S.
Demonstrac¸a˜o: Seja L = (
k∏
i=1
Ai, f). Dado que X ⊆ f(X) resulta de [28,
Lema 2.18] que SgL(X) coincide com o subuniverso do reticulado gerado por
X, i.e., SgL(X) = {∨j∈J(∧Yj) : J ⊆· N0, Yj ⊆· X, ∀j ∈ J}.
Seja x ∈ SgL(X), enta˜o x =∨
j∈J
(
∧
Yj), com J ⊆ N0 tal que |J | ∈ N0, e com
Yj ⊆· X, ∀ j ∈ J . Por induc¸a˜o no cardinal de J, prova-se que todo o elemento
de SgL(X) e´ um elemento de X ∪ I ∪ S. Para cada u ∈ N0 representemos por
A(u) a afirmac¸a˜o seguinte: ”se x =
∨
j∈J(
∧
Yj), com J ⊆ N0 tal que |J | = u,
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e com Yj ⊆· X, ∀ j ∈ J , enta˜o x ∈ X ∪ I ∪ S”. Vamos enta˜o provar que A(u)
e´ verdadeira, para todo u ∈ N0.
A afirmac¸a˜o A(0) e´ verdadeira.
A afirmac¸a˜o A(1) e´ tambe´m verdadeira. De facto, se x =
∧
Y , para algum
Y ⊆· X, enta˜o, tal como ja´ observa´mos, x ∈ X ∪ I.
Assumindo que A(s) e´ verdadeira, para certo s ∈ N0, vamos verificar que
o mesmo acontece para A(s + 1). Seja y =
∨
r∈R(
∧
Zr) em que R ⊆ N0,
|R| = s + 1 e, para cada r ∈ R, Zr ⊆· X. Sendo R = {r1, ..., rs, rs+1} te-
mos y =
∧
Zr1 ∨ (
∨
r∈R\{r1}(
∧
Zr)). Dado que |Zr1| ∈ N0 ja´ sabemos que
y′ =
∧
Zr1 ∈ X ∪ I ∪ S. Sendo y′′ =
∨
r∈R\{r1}(
∧
Zr), resulta, da hipo´tese de
induc¸a˜o, que y′′ ∈ X ∪ I ∪S. Dado que y, y′ ∈ X ∪Y ∪S e´ simples provar que
y = y′ ∨ y′′ ∈ X ∪ I ∪ S. Com efeito, temos o seguinte:
1) caso y′ ∈ X, enta˜o y′ ∈ Xi, para algum i ∈ {1, ..., k}, e:
i) se y′′ ∈ X, enta˜o y′ ∨ y′′ ∈ X ∪ S;
ii) se y′′ ∈ I, enta˜o y′ ∨ y′′ ∈ Xi ⊆ X;
iii) se y′′ ∈ S, resulta que y′ ∨ y′′ ∈ S;
2) caso y′ ∈ I :
i) se y′′ ∈ I, enta˜o y′ ∨ y′′ ∈ I;
ii) se y′′ ∈ S, resulta que y′ ∨ y′′ ∈ S;
3) caso y′ ∈ S e y′′ ∈ S, enta˜o y′ ∨ y′′ ∈ S.
Todos os outros casos (y′ ∈ I e y′′ ∈ X, y′ ∈ S e y′′ ∈ X, y′ ∈ S e y′′ ∈ I) sa˜o
ana´logos e em todos eles conclu´ımos que y = y′ ∨ y′′ ∈ X ∪ I ∪ S.
Assim, A(u) e´ verdadeira para qualquer u ∈ N0. Logo SgL(X) ⊆ X ∪ I ∪ S.
Recorrendo a esta proposic¸a˜o prova-se enta˜o o seguinte:
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Proposic¸a˜o 2.10 Sejam k, p ∈ N, i ∈ {1, ..., k} e Ai = (Ai, fi) ∈ O, tais que
- A1 tem p pontos fixos, wl1, l ∈ {1, ..., p},
- para j ∈ {2, ..., k}, Aj tem dois pontos fixos complementares, w1j e w2j .
Seja L =
k∏
i=1
Ai, e sejam
Xi = {(a1, ..., ak) ∈ L : aj = w1j , ∀ j ∈ {1, ..., k}\{i}}, com i ∈ {1, ..., k} e
X =
k⋃
i=1
Xi.
Enta˜o SgL(X) tem p+ k − 1 pontos fixos e
Fix(SgL(X)) = {(wl1, w12, ..., w1k) : l ∈ {1, ..., p}}
∪
k⋃
j=2
{(w11, ..., w1j−1, w2j , w1j+1, ..., w1k)}.
Demonstrac¸a˜o: Consideremos os conjuntos
F = {(wl1, w12, ..., w1k) : l ∈ {1, ..., p}} ∪
k⋃
j=2
{(w11, ..., w1j−1, w2j , w1j+1, ..., w1k)},
I = {(a1, a2, ..., ak) ∈ L | ∀ i ∈ {1, ..., k}, ∃ xi ∈ Ai : ai = xi ∧ w1i } e
S = {(a1, a2, ..., ak) ∈ L | ∀i ∈ {1, ..., k},∃xi ∈ Ai : ai = xi ∨ w1i }.
E´ o´bvio que F ⊆ Fix(SgL(X)). Para concluirmos que os conjuntos sa˜o iguais
basta recorrermos a` proposic¸a˜o anterior que estabelece que SgL(X) ⊆ X∪I∪S.
Dado x ∈ Fix(SgL(X)), temos que x ∈ X ∪ I ∪ S. Se x ∈ X e´ fa´cil verificar
que x ∈ F . Se x ∈ I∪S , conclu´ımos (atendendo a que os pontos fixos de cada
Ai, i ∈ {2, ..., k}, sa˜o complementares) que x = (wl1, w12, ..., w1k), para algum
l ∈ {1, ..., p}, e portanto, x ∈ F . Logo Fix(SgL(X) = F .
Dada uma a´lgebra s.i. de MSn que tenha dois pontos fixos, sabemos que
estes sa˜o complementares. Assim, o resultado que acaba´mos de demonstrar e´
u´til na prova do seguinte teorema:
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Teorema 2.11 Sejam n, k ∈ N, k ≥ 2 e V uma subvariedade de MSn que
satisfaz iii) e tal que em m(V) existem exactamente k a´lgebras com dois pontos
fixos. Enta˜o Cfix(V) = (N0\{1, ..., k}) ∪ {ℵ0}.
Demonstrac¸a˜o: Do Teorema 2.7 sabe-se que Cfix(V) ⊆ (N0\{1, ..., k})∪{ℵ0}.
Vamos enta˜o verificar que, para todo α ∈ (N0 \ {1, ..., k}) ∪ {ℵ0}, existe, de
facto, uma a´lgebra L ∈ V tal que V (L) = V.
Seja m(V) = {A1, ..., Ak, X1, ..., Xt} e suponha-se, sem perda de generalidade,
que |Fix(Ai)| = 2, para i ∈ {1, ..., k} e |Fix(Xi)| = 1, para i ∈ {1, ..., t}. Tal
como no teorema 2.8, consideramos os casos: t = 0 e t > 0.
a) t = 0: Neste caso temos
V = V (A1)∨...∨V (Ak) = V (B×A1×...×Ak) = V ((H×H)×A1×...×Ak),
com |Fix(B ×A1 × ...×Ak)| = 0 e |Fix((H×H)×A1 × ...×Ak)| = ℵ0.
Como vamos ver, para os restantes valores de α admiss´ıveis, tambe´m existe
uma a´lgebra em V que tem α pontos fixos e que gera V.
Para todo i ∈ {1, ..., k}, Ai e´ uma a´lgebra s.i. de MSn com dois pontos
fixos, logo Ai ∈ {B2p : p ∈ N, p | n} ∪ {U2p : p ∈ N, p | n}.
Se A1 = B2p, para algum p ∈ N tal que p | n, enta˜o, e tendo em conta
que q = α − (k − 1) ≥ 2, sabemos que V (A1) = V (Ypq ) sendo Ypq = (q2p, g)
uma a´lgebra com q pontos fixos. Assim, V = V (Ypq ) ∨ V (A2) ∨ ... ∨ V (Ak)
= V (Ypq ×A2× ...×Ak). Sendo wl1, l ∈ {1, ..., α− (k− 1)}, os pontos fixos de
Ypq e w1i , w2i os pontos fixos de Ai, para i ∈ {2, ..., k}, seja Zα a suba´lgebra de
L = Ypq ×A2 × ...×Ak gerada por
X = {(x,w12, w13, ..., w1k) : x ∈ q2p} ∪
k⋃
i=2
{(w11, ..., w1i−1, x, w1i+1, ..., w1k) : x ∈ Ai}.
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Da Proposic¸a˜o 2.10 resulta que Zα tem q + (k − 1) = α pontos fixos e
Fix(Zα) = {(wj1, w12, ..., w1k) : j ∈ {1, .., q}} ∪
k⋃
i=2
{(w11, ..., w1i−1, w2i , w1i+1, ...w1k)}
Para todo i ∈ {1, ..., k}, verifica-se que
Ai ∼= SgZα({(w11, w12, ..., w1i−1, x, w1i+1, ..., w1k) : x ∈ Ai}).
Logo V = V (Zα).
Se A1 = U2p, para algum p ∈ N tal que p | n, o caso e´ ana´logo ao
anterior. De facto, como q = α + 1 − (k − 1) ≥ 3 , tambe´m temos que
V (A1) = V (Wpq ) sendo Wpq = (q2p, h) uma a´lgebra com q − 1 pontos fixos.
Enta˜o V = V (Wpq ) ∨ V (A2) ∨ ... ∨ V (Ak) = V (Wpq × A2 × ... × Ak). Sendo
wl1, para l ∈ {1, ..., q − 1}, os pontos fixos de Wpq e w1i , w2i os pontos fixos de
Ai, com i ∈ {2, ..., k}, seja Zα a suba´lgebra de L =Wpq ×A2× ...×Ak gerada
por
X = {(x,w12, w13, ..., w1k) : x ∈ q2p} ∪
k⋃
i=2
{(w11, ..., w1i−1, x, w1i+1, ..., w1k) : x ∈ Ai}.
De forma ana´loga ao caso anterior, concluimos que Zα tem α pontos fixos, e
que V = V (Zα).
b) t > 0 : Neste caso, temos V = V (A1)∨ ...V (Ak)∨V (X1)∨ ...∨V (Xt). Em a)
ja´ prova´mos que, para todo α ∈ (N0 \ {1, ..., k})∪{ℵ0}, existe uma a´lgebra L0
tal que V (L0) = V (A1)∨...V (Ak) e |Fix(L0)| = α. Tomando L = L0×
∏t
i=1Xi
temos que V = V (L) e |Fix(L)| = α.
Dados n ∈ N e V uma subvariedade de MSn, ja´ observa´mos que m(V)
satisfaz exactamente uma das condic¸o˜es: i), ii) ou iii). Se m(V) satisfaz a
condic¸a˜o iii) coloca-se naturalmente a seguinte questa˜o: qual o nu´mero ma´ximo
de a´lgebras s.i. com dois pontos fixos que m(V) pode ter? Na˜o tendo sido
poss´ıvel obter a resposta no caso geral, vamos, no entanto, analisar o que
acontece em alguns casos particulares.
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De acordo com o Teorema 0.10, as a´lgebras s.i. de MSn com dois pontos
fixos sa˜o, a menos de isomorfismo, os elementos de {B2s, U2s : s ∈ N e s | n}.
Como foi referido no cap´ıtulo 0, dados s, t ∈ N verifica-se que:
- se s | t, enta˜o Us e´, a menos de isomorfismo, suba´lgebra de Ut;
- se s | t, enta˜o Bs e´, a menos de isomorfismo, suba´lgebra de Bt;
- (Ut)t,0 ∼= Bt.
Enta˜o, se V e´ uma subvariedade de MS1, resulta do Teorema 0.13 que
m(V) so´ pode ter uma a´lgebra s.i com dois pontos fixos: U2 ou B2.
Vejamos, agora, o que acontece em MSn se n ≥ 2 e n = pk11 pk22 , onde
p1, p2 ∈ N sa˜o nu´meros primos distintos e k1, k2 ∈ N0.
No texto que se segue vamos supor, sem perda de generalidade, que k1 ≤ k2
e, sendo t = k1 + k2, consideramos os elementos de {B2s, U2s : s ∈ N e s | n}
agrupados da seguinte forma:
Cl = {B2pe11 pe22 | 0 ≤ ei ≤ ki, ∀ i ∈ {1, 2}, e1 + e2 = l}, l ∈ {0, ..., t}
e
Dl = {U2pe11 pe22 | 0 ≤ ei ≤ ki,∀ i ∈ {1, 2}, e1 + e2 = l}, l ∈ {0, ..., t}.
Dado l ∈ {0, ..., t}, os elementos de Cl (respectivamente, Dl) na˜o sa˜o com-
para´veis entre si e, conclui-se facilmente que:
- |Cl| = l + 1 se 0 ≤ l < k1; -
- |Cl| = k1 + 1 se k1 ≤ l ≤ k2;
- |Cl| = k1 − r + 1 se k2 < l ≤ t, e onde r = l − k2.
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Logo
- max{|Cl| : l ∈ {0, ..., t}} = k1 + 1;
- max({|Cl| : l ∈ {0, ..., t}}\{k + 1}) = k1;
- min{l : l ∈ {0, ..., t} e |Cl| = k1 + 1} = k1;
- se |Cl| = k1 + 1, enta˜o l ∈ {k1, ..., k2}.
Sejam m = max{|Cl| : l ∈ {0, ..., t}} e m′ = max({|Cl| : l ∈ {0, ..., t}}\{m}).
Relativamente aos conjuntos anteriores salientamos tambe´m os seguintes
factos:
1) Dados l1, l2 ∈ {0, ...,m′} com l1 < l2, k ∈ {1, ..., |Cl1|} e A ⊆ Cl1 com
|A| = k, prova-se que, existe B ⊆ Cl2 tal que |B| ≥ k + 1 e todo o elemento
de B e´ compara´vel com algum elemento de A. Vejamos porqueˆ:
Seja A = {B2pui1 psi2 : 1 ≤ i ≤ k} um conjunto com k elementos (distintos
dois a dois) de Cl1 . Suponhamos, sem perda de generalidade, que si < sj,
para i, j ∈ {1, ..., k} e i < j. Como ui + si = l1 < l2, para i ∈ {1, ..., k},
enta˜o existe d ∈ N tal que ui + si + d = l2. Dado que l2 ≤ k1 ≤ k2 tem-se
ui + d ≤ k1 e si + d ≤ k2. Logo sa˜o elementos de Cl2 as a´lgebras do conjunto
B = {B
2p
ui+d
1 p
si
2
: 1 ≤ i ≤ k} ∪ {B
2p
uj
1 p
sj+d
2
: 1 ≤ j ≤ k}. E´ fa´cil verificarmos
que este conjunto tem, pelo menos, k + 1 elementos. De facto, os elementos
de {B
2p
ui+d
1 p
si
2
: 1 ≤ i ≤ k} (respectivamente {B
2p
uj
1 p
sj+d
2
: 1 ≤ j ≤ k}) sa˜o na˜o
compara´veis dois a dois e o elemento B
2p
u1+d
1 p
s1
2
na˜o e´ compara´vel com qualquer
elemento de {B
2p
uj
1 p
sj+r
2
: 1 ≤ j ≤ k} (note-se que uj < u1, ∀j ∈ {2, ..., k}).
Como e´ o´bvio, todo o elemento de B e´ compara´vel com algum elemento de A.
2) Tem-se max{l : l ∈ {0, ..., t} e |Cl| = m} = k2. De forma ana´loga ao que
foi feito em 1), dados l1, l2 ∈ {k2, ..., t} com l1 < l2, k ∈ {1, ..., |Cl2|} e A ⊆ Cl2
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com |A| = k, prova-se que existe B ⊆ Cl1 tal que |B| = k+1 e todo o elemento
de B e´ compara´vel com algum elemento de A.
3) Dados l1, l2 ∈ {0, ..., t} tais que |Cl1| = |Cl2| = m, verifica-se que k
(k ∈ {1, ..., |Cl1|}) elementos de Cl1 sa˜o compara´veis com k elementos de Cl2 .
Dado que |Cl1| = |Cl2| = m, enta˜o l1, l2 ∈ {k1, ..., k2}. Suponha-se que l1 < l2
e seja A = {B2pui1 psi2 : 1 ≤ i ≤ k} um conjunto com k elementos (distintos
dois a dois) de Cl1 . Suponhamos, sem perda de generalidade, que si < sj, para
i, j ∈ {1, ..., k} tais que i < j. Como ui+si = l1 < l2, para i ∈ {1, ..., k}, enta˜o
existe d ∈ N tal que ui + si + d = l2. Dado que l2 ≤ k2 tem-se si + d ≤ k2.
Logo sa˜o elementos de Cl2 as a´lgebras do conjunto {B2pui1 psi+d2 : 1 ≤ i ≤ k}. E´
fa´cil concluir que este u´ltimo conjunto tem k elementos (distintos dois a dois)
uma vez que si < sj, para i, j ∈ {1, ..., k} tais que i < j.
4) Sendo X um conjunto de elementos de
⋃t
l=0Cl , na˜o compara´veis dois a
dois, resulta de 1), 2) e 3) que |X| ≤ m.
5) As observac¸o˜es anteriores sa˜o tambe´m va´lidas para os conjuntos Dl.
Sejam V uma subvariedade de MSn e Y o conjunto de a´lgebras s.i. com
dois pontos fixos que ocorrem em m(V). Enta˜o Y = Y1 ∪Y2 com Y1 ⊆
⋃t
l=0Cl
e Y2 ⊆
⋃t
q=0Dq. Sejam j1 = |Y1| e j2 = |Y2|. Com base nas observac¸o˜es
anteriores vamos enta˜o determinar o nu´mero ma´ximo de elementos que Y
pode ter.
De 4) sabemos que |Y1| ≤ m e |Y2| ≤ m, logo |Y | = |Y1∪Y2| ≤ 2m. Verifica-se
ainda que:
- Se existem i1, i2 ∈ {1, ..., t} tais que i1 6= i2 e |Ci1| = |Ci2| = m, e´ poss´ıvel ter
|Y | = 2m; supondo, sem perda de generalidade, que i1 < i2, os elementos de
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Ci2 ∪ Di1 na˜o sa˜o compara´veis entre si, logo se considerarmos Y = Ci2 ∪ Di1
temos |Y | = |Ci2|+ |Di1| = 2m.
- Caso exista um u´nico i ∈ {1, ..., t} tal que |Ci| = m e |Di| = m, enta˜o o
nu´mero ma´ximo de elementos que podem ocorrer em Y e´ m+m′.
De facto, se j1 > m
′, e dado que m = m′ + 1, resulta de 4) que |Y1| = m. Do
que foi observado em 1), 2) e 3), concluimos que Y1 = Ci. De forma ana´loga,
se j2 > m
′ temos Y2 = Di. Enta˜o, se admitirmos que j1 + j2 > m + m′ , e
dado que j1, j2 ≤ m e m = m′ + 1, temos j1 = j2 = m ; enta˜o Y1 = Ci e
Y2 = Di. Mas, todo o elemento de Ci e´ suba´lgebra de um elemento de Di, o
que contradiz a hipo´tese de termos j1 + j2 a´lgebras na˜o compara´veis duas a
duas. Logo em Y podem existir, no ma´ximo, m + m′ a´lgebras s.i. com dois
pontos fixos.
Mostra´mos assim que
Teorema 2.12 Seja n = pk11 p
k2
2 , onde p1, p2 ∈ N sa˜o nu´meros primos distintos
e k1, k2 ∈ N0 sa˜o tais que k1 ≤ k2. Seja t = k1 + k2. Para l ∈ {0, ..., t}, seja
Pl = {pe11 pe22 | 0 ≤ ei ≤ ki,∀ i ∈ {1, 2} e e1 + e2 = l}.
Se V e´ uma subvariedade de MSn tal que m(V) satisfaz a condic¸a˜o iii) e Y e´
o conjunto de a´lgebras com dois pontos fixos que ocorrem em m(V), enta˜o
i) |Y | ≤ 2k1 + 1 se existe um u´nico i ∈ {1, ..., t} tal que |Pi| = k1 + 1;
ii) |Y | ≤ 2k1 + 2 se existem i1, i2 ∈ {1, ..., t} tais que i1 6= i2 e
|Pi1| = |Pi2| = k1 + 1.
Recorremdo ao teorema, terminamos este cap´ıtulo com a indicac¸a˜o, para
algumas variedadesMSn, do nu´mero ma´ximo de a´lgebras s.i. com dois pontos
fixos que podem ocorrer em m(V), sendo V uma subvariedade de MSn.
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• Caso n = pk11 , onde p1 ∈ N e´ primo e k1 ∈ N.
Neste caso as a´lgebras s.i de MSn com dois pontos fixos sa˜o, a menos
de isomorfismo, os elementos de
⋃k1
l=0Cl ∪
⋃k1
q=0Dq onde: Cl = {B2pl1} e
Dq = {U2pq1}. Sendo Y o conjunto de a´lgebras s.i. com dois pontos fixos
que existem em m(V), e´ fa´cil concluirmos que o nu´mero ma´ximo de elementos
que Y pode ter e´ 2. Se |Y | = 2, enta˜o Y = {B
2p
j1
1
, U
2p
j2
1
}, com j1 ∈ {1, ..., k1},
j2 ∈ {0, ..., k1 − 1} e j2 < j1.
Sendo V uma subvariedade na˜o trivial de MS
p
k1
1
e L uma a´lgebra (conta´vel)
que gera V, enta˜o temos exactamente uma das seguintes situac¸o˜es:
i) m(V) tem uma a´lgebra com 0 pontos fixos e resulta que L tambe´m tem
0 pontos fixos.
ii) toda a a´lgebra de m(V) tem um u´nico ponto fixo e, enta˜o
|Fix (L)| ∈ {0, 1}.
iii) toda a a´lgebra de m(V) tem, pelo menos, um ponto fixo e
1) m(V) tem uma u´nica a´lgebra com dois pontos fixos; neste caso, sabemos
pelo Teorema 2.7 que |Fix(L)| ∈ N0 \ {1} ∪ {ℵ0}.
2) m(V) tem exactamente duas a´lgebras com dois pontos fixos e tem-se
|Fix(L)| ∈ N0 \ {1, 2} ∪ {ℵ0} (Teorema 2.7).
• Caso n = p1p2, onde p1, p2 ∈ N sa˜o nu´meros primos distintos.
As a´lgebras s.i. deMSn com dois pontos fixos sa˜o, a menos de isomorfismo,
os elementos de
2⋃
l=0
Cl ∪
2⋃
s=0
Ds onde
C0 = {B2}, D0 = {U2},
C1 = {B2p1 ,B2p2}, D1 = {U2p1 ,U2p2},
C2 = {B2p1p2}, D2 = {U2p1p2}.
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Se V e´ uma subvariedade deMSp1p2 tal que m(V) se encontra na situac¸a˜o iii)
e tem k a´lgebras com dois pontos fixos, e´ fa´cil concluir que k ≤ 3. Sendo Y o
conjunto de a´lgebras s.i. com dois pontos fixos que ocorrem em m(V) verifica-
-se que, se |Y | = 3, enta˜o Y = {U2,B2p1,B2p2} ou Y = {U2p1 ,U2p2 ,B2p1p2}.
• Caso n = p1pk22 , onde p1, p2 ∈ N sa˜o nu´meros primos distintos e k2 ∈ N com
k2 ≥ 2
Neste caso temos
C0 = {B2}, D0 = {U2},
C1 = {B2p1 ,B2p2}, D1 = {U2p1 ,U2p2},
C2 = {B2p1p2 ,B2p22}, D2 = {U2p1p2 ,U2p22},
C3 = {B2p1p22 ,B2p32}, D3 = {U2p1p22 ,U2p32},
...
...
Ck2 = {B2p1pk2−12 ,B2pk22 } Dk2 = {U2p1pk2−12 ,U2pk22 },
Ck2+1 = {B2p1pk22 } Dk2+1 = {U2p1pk22 }.
Se V e´ uma subvariedade deMS
p1p
k2
2
tal que m(V) se encontra na situac¸a˜o iii)
e tem k a´lgebras com dois pontos fixos, enta˜o k ≤ 4. Sendo Y o conjunto de
a´lgebras s.i. com dois pontos fixos que ocorrem em m(V), e´ fa´cil verificarmos
que, se |Y | = 4, enta˜o Y pode ser, por exemplo, um dos conjuntos Cl1 ∪ Dl2
com l1 ∈ {2, ..., k2}, l2 ∈ {1, ..., k2 − 1} e l2 < l1.
Seja V uma subvariedade de MSn onde n = p
k1
1 p
k2
2 ....p
ks
s com s ≥ 3 e
p1, p2, ..., ps nu´meros primos (distintos dois a dois) e ki ∈ N0, para todo
i ∈ {1, ..., s}. Neste caso, o estudo do nu´mero ma´ximo de a´lgebras s.i. com
dois pontos fixos que podem existir em m(V), parece ser semelhante ao caso
n = pk11 p
k2
2 , estudado atra´s.
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Sendo t =
s∑
i=1
ki, agrupam-se os elementos de {B2s, U2s : s ∈ N e s | n} nos
conjuntos
Cl = {B2pe11 pe22 ...pess | 0 ≤ ei ≤ ki,∀i ∈ {1, ..., s},
s∑
i=1
ei = l}, l ∈ {0, ..., t}
e
Dl = {U2pe1pe22 ....pess | 0 ≤ ei ≤ ki, ∀i ∈ {1, ..., s},
s∑
i=1
ei = l}, l ∈ {0, ..., t},
e o resto da prova seria feito de acordo com a ideia que foi usada no caso
n = pk11 p
k2
2 . Pore´m, dada a complexidade que existe na determinac¸a˜o do nu´mero
de elementos dos conjuntos Cl e Dl, este estudo na˜o chegou a ser realizado.

Cap´ıtulo 3
Extensa˜o de a´lgebras-MSn a
a´lgebras-MSn duplas
Em [20] M. Sequeira introduz o conceito de a´lgebra-MSn dupla e mostra
que, para cada a´lgebra L = (L, f) ∈MSn que satisfac¸a certas condic¸o˜es, existe
uma (e uma so´) operac¸a˜o g definida em L tal que L′ = (L, f, g) e´ uma a´lgebra-
-MSn dupla [20, Proposic¸a˜o 5.6]. Diz-se neste caso que L pode ser transformada
numa a´lgebra-MSn dupla ou que L se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
Neste cap´ıtulo comec¸amos por identificar quais as a´lgebras subdirectamen-
te irredut´ıveis de MSn que se estendem a a´lgebras-MSn duplas. Dada uma
a´lgebra s.i. L que se estende a uma a´lgebra-MSn dupla na˜o podemos, pore´m,
concluir que a variedade gerada por L e´ uma classe de a´lgebras que tambe´m se
estendem a a´lgebras duplas. De facto, a classe das a´lgebras-MSn que se esten-
dem a a´lgebras-MSn duplas na˜o e´ uma variedade, uma vez que na˜o e´ fechada
para a formac¸a˜o de suba´lgebras. Sendo L ∈ MSn uma a´lgebra que se esten-
de a uma a´lgebra-MSn dupla e L′ uma suba´lgebra de L, decidimos, enta˜o,
estudar em que condic¸o˜es L′ tambe´m se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
Determinamos uma condic¸a˜o suficiente para que L′ se estenda a uma a´lgebra-
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-MSn dupla e, no caso em que L′ = LMSn′ , com n′ divisor de n, conseguimos
estabelecer uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente.
A possibilidade de estender uma a´lgebra L = (L, f) ∈MSn a uma a´lgebra-
-MSn dupla e´ estabelecida por condic¸o˜es que envolvem a noc¸a˜o de aplicac¸a˜o
residuada. Por tal motivo, vamos comec¸ar por recordar esta noc¸a˜o, assim
como, outros conceitos e resultados que lhe esta˜o associados.
Dados P e Q conjuntos parcialmente ordenados, uma aplicac¸a˜o φ : P → Q
diz-se residuada se φ e´ iso´tona e existe uma (e uma so´) aplicac¸a˜o iso´tona
ϕ : Q → P tal que ϕφ ≥ idP e φϕ ≤ idQ, [3]. A aplicac¸a˜o ϕ designa-se
por aplicac¸a˜o residual de φ e define-se por ϕ(y) = max{x ∈ P : φ(x) ≤ y},
para cada y ∈ Q. Verifica-se, tambe´m, que φ preserva supremos e ϕ preserva
ı´nfimos. No caso em que P = Q e φ : P → Q e´ operador de fecho residu-
ado com residual ϕ, temos que φ(x) = min([x) ∩ Imφ), para cada x ∈ P, e
ϕ(x) = max((x] ∩ Imφ), para cada x ∈ Q.
Um subconjunto S na˜o vazio de P diz-se bicompleto se, para cada cada
x ∈ P , [x) ∩ S tem elemento mı´nimo e (x] ∩ S tem elemento ma´ximo. Os
subconjuntos bicompletos de P sa˜o os conjuntos Imφ em que φ e´ operador de
fecho residuado em P, [3, Teorema 20.1].
Um subconjunto bicompleto S de P diz-se bicompleto forte se a aplicac¸a˜o
ϕ : P → P , definida por ϕ(x) = max((x] ∩ S), para cada x ∈ P , preserva
os supremos que existem em P, [5]. Note-se que S e´ subconjunto bicompleto
forte de P se e so´ se S = Imφ, para algum operador de fecho residuado φ cuja
aplicac¸a˜o residual ϕ preserva supremos.
Proposic¸a˜o 3.1 [20, Lema 5.4] Se P e´ reticulado distributivo e φ e´ operador
de fecho em P , sa˜o equivalentes as afirmac¸o˜es:
i) Imφ e´ subconjunto bicompleto forte de P ,
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ii) Imφ e´ subconjunto bicompleto de P e, para todo x ∈ Imφ, se x = y ∨ z
com y, z ∈ P , enta˜o x = ϕ(y) ∨ ϕ(z).
Dada uma a´lgebra L = (L, f, g) ∈DMSn, prova-se que o operador de fecho
f 2n : L −→ L e´ residuado e a sua residual e´ g2n, [20, Proposic¸a˜o 5.5]. A possi-
bilidade de transformar uma a´lgebra (L, f) ∈ MSn numa a´lgebra-MSn dupla
(L, f, g) esta´ relacionada com o facto de o operador de fecho f 2n ser residuado.
Uma vez que Im f = Im f 2n, e´ poss´ıvel estabelecer, em termos de Im f , uma
condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que (L, f) possa ser transformada numa
a´lgebra-MSn dupla:
Proposic¸a˜o 3.2 [20, Proposic¸a˜o 5.6]Uma a´lgebra (L, f) ∈ MSn pode ser
transformada numa a´lgebra-MSn dupla se e so´ se Im f e´ subconjunto
bicompleto forte de L. Neste caso, obte´m-se (L, f, g) ∈ DMSn onde
g(x) = f 2n−1(max((x] ∩ Im f)), para cada x ∈ L.
Corola´rio 3.3 [20, Corola´rio 5.7] Se (L, f) ∈ MSn pode ser transformada
numa a´lgebra-MSn dupla, enta˜o qualquer elemento de Im f que seja ∨-redut´ıvel
em L e´ tambe´m ∨-redut´ıvel em Im f .
Vamos comec¸ar por analisar quais as a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis
emMSn que podem ser transformadas em a´lgebras-MSn duplas (os resultados
relativos a a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis em MSn, necessa´rios a este
cap´ıtulo, podem ser recordados no cap´ıtulo 0, secc¸a˜o 0.2).
Como as a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis em MSn sa˜o, a menos de iso-
morfismo, os elementos de
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Si(MSn) = {Bs, Us : s ∈ N, s | n e s e´ ı´mpar} ∪ {B2s, U2s : s ∈ N e s | n}
∪ {X , Xu2n : X ∈ C1,m e m | n}
∪ {Xy∧u2n : X ∈ C0,m e m | n e y ∈ YX },
basta estudarmos as a´lgebras desta classe.
A proposic¸a˜o que apresentamos a seguir estabelece que, para todo t ∈ N,
Ut se estende a uma a´lgebra-MSt dupla.
Proposic¸a˜o 3.4 Dado t ∈ N, Ut = (Ut,Φ) ∈ MSt estende-se a` a´lgebra-
-MSt dupla (Ut,Φ, ϕ), onde ϕ e´ o endomorfismo dual de Ut induzido por
ϕ(ai) = c(ai−1(mod t)), para i ∈ {0, ..., t− 1}, e ϕ(at) = 1.
Demonstrac¸a˜o: Seja ϕ o endomorfismo dual de Ut induzido por
ϕ(ai) = c(ai−1(mod t)), para i ∈ {0, ..., t− 1}, e ϕ(at) = 1.
Dado que ϕ2t(ai) = ai, para i ∈ {0, ..., t − 1}, e ϕ2t(at) = 0 ≤ at, tem-se que
ϕ2t(x) ≤ x, para cada x ∈ Ut.
Verifica-se tambe´m que:
- ϕΦ(ai) = ϕ(c(ai+1(mod t))) = ai = Φ
2t(ai), ∀ i ∈ {0, ..., t− 1};
- ϕΦ(at) = ϕ(c(a1)) = a0 = Φ
2t(at).
Logo, ϕΦ(x) = Φ2t(x), para qualquer x ∈ Ut.
- Φϕ(ai) = Φ(c(ai+t−1(mod t))) = ai = ϕ2t(ai), ∀ i ∈ {0, ..., t− 1} ;
- Φϕ(at) = 0 = ϕ
2t(at).
Logo, Φϕ(x) = ϕ2t(x), para qualquer x ∈ Ut.
Desta forma, podemos concluir que Ut = (Ut,Φ) se estende a` a´lgebra-MSt
dupla (Ut,Φ, ϕ).
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Observac¸a˜o: 1) Dado t ∈ N, a a´lgebra (U2t,Φ) ∈ MS2t estende-se a uma
a´lgebra-MSt dupla. De facto, da proposic¸a˜o anterior sabemos que (U2t,Φ) se
estende a` a´lgebra-MS2t dupla (U2t,Φ, ϕ), onde ϕ e´ o endomorfismo dual de U2t
induzido por ϕ(ai) = c(ai+2t−1(mod 2t)), para i ∈ {0, ..., 2t − 1}, e ϕ(a2t) = 1.
Pela Proposic¸a˜o 0.11 sabemos que (U2t,Φ) ∈ MSt , donde concluimos que
Φ4t(x) = Φ2t(x); tambe´m se verifica facilmente que ϕ4t(x) = ϕ2t(x), para cada
x ∈ U2t. Logo (U2t,Φ, ϕ) ∈ DMSt.
2) Dados m,n ∈ N, tem-se DMSm ⊆ DMSn se e so´ se m | n, [21].
3) Toda a a´lgebra (L, f) ∈ Kn,0 pode ser transformada numa a´lgebra-MSn
dupla; definindo g = f 2n−1 tem-se que (L, f, g) ∈ DMSn, [20].
Com base no que foi observado podemos assim estabelecer a seguinte propo-
sic¸a˜o:
Proposic¸a˜o 3.5 Se L e´ uma a´lgebra de
{ Us : s ∈ N, s | n e s e´ ı´mpar} ∪ {B2s, U2s : s ∈ N e s | n},
enta˜o L estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla.
Continuando o estudo relativo a a´lgebras subdirectamente irredut´ıveis
mostramos que:
Proposic¸a˜o 3.6 Se L ∈ {X , Xu2n : X ∈ C1,m e m | n}, enta˜o L estende-se a
uma a´lgebra-MSn dupla.
Demonstrac¸a˜o: Dado X ∈ C1,m, tem-se
- X = C1,m (suba´lgebra de U2m gerada por {a1}, com a1 ∈ Lm,0) ou
- X = Ca1,m (suba´lgebra de U2m gerada por {a1, a}, com a1, a ∈ Lm,0).
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Enta˜o, se L = X resulta que L ∈ Km,0 ⊆ Kn,0. Logo L estende-se a uma
a´lgebra-MSn dupla.
Consideremos, agora, o caso em que L = Xu2n . A a´lgebra X e´ suba´lgebra de
U2m. Dado que m divide n, enta˜o U2m e´, a menos de isomorfismo, suba´lgebra
de U2n e tem-se u2m = u2n e kj,m = kj,n, j ∈ {0, 1}.
Se X = C1,m, enta˜o L = ((C1,m)u2m ,Φ) e, portanto, L e´ a suba´lgebra de U2m
gerada por C1,m ∪ {u2m}, i.e., L e´ a suba´lgebra de U2m gerada por {a1, u2m}.
Considerando o endomorfismo dual ϕ : U2m −→ U2m, definido de acordo com
a Proposic¸a˜o 3.4, e atendendo a que
ϕ(a1) = c(a0) = Φ
2m−1(a1) ∈ (C1,m)u2m e
ϕ(u2m) = a2m−1 = Φ2m−2(a1) ∈ (C1,m)u2m ,
podemos considerar a aplicac¸a˜o ψ : (C1,m)u2m −→ (C1,m)u2m definida por
ψ(x) = ϕ(x), para cada x ∈ (C1,m)u2n . Como e´ simples verificar temos
- x ≤ Φ2m(x) e ψ2m(x) ≤ x, para todo x ∈ (C1,m)u2m ;
- Φψ = ψ2m e ψΦ = Φ2m.
Logo L estende-se a` a´lgebra ((C1,m)u2m ,Φ, ψ) ∈ DMSm ⊆ DMSn.
Se X = Ca1,m, enta˜o L = ((Ca1,m)u2m ,Φ) e, neste caso, L e´ a suba´lgebra
de U2m = (U2m,Φ) gerada por Ca1,m ∪ {u2m}, i.e, L e´ a suba´lgebra de U2m
gerada por {a1, a, u2m}. De forma ana´loga ao caso anterior, concluimos que L
se estende a uma a´lgebra-MSn dupla, pois verificamos que:
- ϕ(a1), ϕ(u2m), ϕ(a) ∈ (Ca1,m)u2n
(note-se que a = ai1 ∨ ...∨ ais−1 ∨ a0 com 2 ≤ s ≤ m e i1, ..., is−1 ı´mpares;
logo ϕ(a) = c(ai1+2m−1(mod 2m)) ∧ ... ∧ c(ais−1+2m−1(mod 2m)) ∧ c(a2m−1)
= Φ2m−1(a)).
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Proposic¸a˜o 3.7 Seja L = Xy∧u2n com X = C0,m, m divisor de n e y ∈ YX .
1) Se y = k0,m, enta˜o L estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla.
2) Se y 6= k0,m, enta˜o L na˜o se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
Demonstrac¸a˜o: Seja L = Xy∧u2n com X = C0,m = (C0,m,Φ), y ∈ YX e m
divisor de n. Dado quem divide n, sabemos que U2m e´, a menos de isomorfismo,
suba´lgebra de U2n e que u2m = u2n e k0,m = k0,n. Enta˜o L e´ a suba´lgebra de
U2m gerada por {a0, y ∧ u2m}.
1) Se y = k0,m =
m−1∨
i=0
a2i, temos y ∧ u2m =
m∨
k=1
a2k. De forma semelhante ao
que foi feito na proposic¸a˜o anterior, se considerarmos o endomorfismo dual
ϕ : U2m −→ U2m, definido de acordo com a Proposic¸a˜o 3.4, verificamos que
- ϕ(a0) = c(a2m−1) = Φ2m−1(a0) ∈ (C0,m)y∧u2m e
- ϕ (
∨m
k=1 a2k) =
∨m−2
i=0 c(a2i+1) =
∨m−2
i=0 Φ
2i+1(a0) ∈ (C0,m)y∧u2m .
Sendo assim, podemos definir a aplicac¸a˜o ψ : (C0,m)y∧u2m −→ (C0,m)y∧u2m
por ψ(x) = ϕ(x), para cada x ∈ (C0,m)y∧u2m , e na˜o e´ d´ıficil provar que
((C0,m)y∧u2m ,Φ, ψ) ∈ DMSm ⊆ DMSn. Logo L estende-se a uma a´lgebra-
-MSn dupla.
2) Consideremos, agora, o caso em que y 6= k0,m. Neste caso, L na˜o se estende
a uma a´lgebra-MSn dupla. A prova e´ feita recorrendo ao Corola´rio 3.3, pois,
como vamos ver, existe um elemento z ∈ ImΦ que e´ ∨-redut´ıvel em L e
∨-irredut´ıvel em ImΦ.
Atendendo a que y 6= k0,m, enta˜o y ∈ C0,m∩ ]k0,m, 1], e, portanto,
y =
m−1∨
k=0
a2k∨
∨
j∈S
aj, para algum S ⊆ {1, 3, ..., 2m − 1} e S 6= ∅. Logo
y ∧ u2m =
m∨
k=1
a2k∨
∨
j∈S
aj.
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Dado que L e´ a suba´lgebra de U2m gerada por {a0, y ∧ u2m}, sa˜o tambe´m
elementos de L os seguintes:
- (y ∧ u2m) ∨ a0 = y,
- Φl(a0) = c(al), l ∈ {1, 3, ..., 2m− 1},
- y ∧ ∧
l∈S\{j}
c(al) =
m−1∨
k=0
a2k ∨ aj, para j ∈ S,
- y∧ u2m∧
∧
l∈S\{j}
c(al) =
m∨
k=1
a2k ∨ aj, para j ∈ S.
Se considerarmos z =
m−1∨
k=0
a2k ∨ aj, para algum j ∈ S, verifica-se que:
- z ∈ ImΦ, pois z = Φ2m
(
m−1∨
k=0
a2k ∨ aj
)
;
- z e´ ∨-redut´ıvel em L, uma vez que z = a0∨
m∨
k=1
a2k ∨ aj, com a0,
m∨
k=1
a2k ∨ aj ∈ L e z 6= a0 e z 6=
m∨
k=1
a2k ∨ aj;
- z e´ ∨-irredut´ıvel em ImΦ, pois ImΦ = ((C0,m)y∧u2m)m,0 = C0,m e os
elementos ∨-irredut´ıveis de C0,m sa˜o: a2i, com i ∈ {0, ...,m − 1}, e
m−1∨
k=0
a2k ∨ as, para s ∈ {1, 3, ..., 2m− 1}.
Logo, pelo Corola´rio 3.3, concluimos que L na˜o se estende a uma a´lgebra-MSn
dupla.
Proposic¸a˜o 3.8 Seja L = Xy∧u2n onde X = (Cb0,m,Φ), para algum m
divisor de n, y ∈ YX , b e´ um elemento de (U2n)n,0 e satisfaz
(∗ 0
n
)
e
b′ =
∨{a2i+1 | 0 ≤ i ≤ m− 1, a0  Φ2i(b)}.
1) Se y = k0,m ∨ b′ , enta˜o L estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla.
2) Se y 6= k0,m ∨ b′, enta˜o L na˜o se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
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Demonstrac¸a˜o: Dado que m divide n, U2m e´ suba´lgebra de U2n e u2n = u2m.
Como L = Xy∧u2n com X = (Cb0,m,Φ), enta˜o L e´ a suba´lgebra de U2m gerada
por {a0, b, y ∧ u2m}.
1) Se y = k0,m∨ b′ tem-se y∧u2m =
m∨
k=1
a2k ∨ b′. Logo L e´ a suba´lgebra de U2m
gerada por {a0, b,
m∨
k=1
a2k ∨ b′}.
Para provarmos que L se estende a uma a´lgebra-MSm dupla basta mostrar-
mos (tal como fizemos em casos anteriores) que e´ poss´ıvel definir a aplicac¸a˜o
ψ : (Cb0,m)y∧u2m → (Cb0,m)y∧u2m tal que ψ(x) = ϕ(x), para cada x ∈ (Cb0,m)y∧u2m .
Para tal, e´ suficiente verificar que
- ϕ(a0) = Φ
2m−1(a0) ∈ (Cb0,m)y∧u2m ,
- ϕ(b) = Φ2m−1(b) ∈ (Cb0,m)y∧u2m ,
- ϕ
(
m∨
k=1
a2k ∨ b′
)
= Φ2m−1
(
m−1∨
k=1
a2k ∨ b′
)
= Φ2m−1
(
m∨
k=1
a2k ∨ b′
)
∈ (Cb0,m)y∧u2m .
Enta˜o ((Cb0,m)y∧u2m ,Φ, ψ) ∈ DMSm ⊆ DMSn.
2) No caso em que y 6= k0,m ∨ b′, temos que y ∈ ]k0,m ∨ b′, 1], logo
y = k0,m∨ b′ ∨
∨
j∈S
a2j+1, com S 6= ∅ e S ⊆ {i | 0 ≤ i ≤ m−1, a0 ≤ Φ2i(b)}.
e, portanto, y ∧ u2m =
m∨
i=1
a2i ∨ b′ ∨
∨
j∈S
a2j+1.
Dado j ∈ S, tem-se
- Φ2j(b) = a0 ∨
∨
a2t
t∈T⊆{1,...,m−1}
∨ a2j+1 ∈ (Cb0,m)y∧u2m ;
- Φ2j(b) ∧ y ∧ u2m = a2m ∨
∨
a2t
t∈T⊆{1,...,m−1}
∨ a2j+1 ∈ (Cb0,m)y∧u2m ,
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donde concluimos, relativamente ao elemento Φ2j(b) ∈ ImΦ, que:
- e´ ∨-redut´ıvel em L pois
Φ2j(b) = a0 ∨ a2m∨
∨
a2t
t∈T⊆{1,...,m−1}
∨a2j+1 = a0 ∨ (Φ2j(b) ∧ y ∧ u2m) ,
com Φ2j(b) 6= a0 e Φ2j(b) 6= Φ2j(b) ∧ y ∧ u2m;
- e´ ∨-irredut´ıvel em ImΦ pois ImΦ = ((Cb0,m)y∧u2m)m,0 = Cb0,m e os elementos
∨-irredut´ıveis de Cb0,m sa˜o a2i e Φ2i(b), com 1 ≤ i ≤ m− 1.
Logo, pelo Corola´rio 3.3, L na˜o se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
A classe E das a´lgebras de MSn que se estendem a a´lgebras-MSn duplas
na˜o e´ uma variedade. De facto, a classe E na˜o e´ fechada relativamente ao
operador S. Dada uma a´lgebra L = (L, f) ∈ MSn que se estende a uma
a´lgebra-MSn dupla, e´ simples verificar que tal na˜o implica que uma suba´lgebra
L′ de L tambe´m se estenda a uma a´lgebra-MSn dupla. E´ o que acontece no
exemplo que se apresenta de seguida.
Exemplo 3.9 Seja L o reticulado:
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e sejam f e g as operac¸o˜es definidas em L de acordo com a seguinte tabela:
y x z a t e v w k b d 0 1
f(y) b d b k d k k k e a 1 0
g(y) 1 1 d 1 b d b k a e 1 0
A a´lgebra L = (L, f) ∈ MS2 estende-se a` a´lgebra-MS2 dupla (L, f, g). No
entanto, tendo-se LMS = {0, t, v, w, k, 1} e f(LMS) = {0, k, 1}, verifica-se que
na˜o e´ poss´ıvel estender LMS = (LMS, f) a uma a´lgebra-MS2 dupla, uma vez
que o elemento k ∈ f(LMS) e´ ∨-redut´ıvel no reticulado LMS e ∨-irredut´ıvel
em f(LMS) (Corola´rio 3.3).
Dadas uma a´lgebra L = (L, f) ∈MSn que se estende a uma a´lgebra-MSn
dupla e L′ = (L′, f) uma suba´lgebra de L, interessa, enta˜o, analisar em que
condic¸o˜es L′ tambe´m se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
Proposic¸a˜o 3.10 Sejam L = (L, f) ∈ MSn tal que L se estende a` a´lgebra-
-MSn dupla (L, f, g) e L′ = (L′, f) uma suba´lgebra de L. Se g(L′) ⊆ L′, enta˜o
L′ estende-se a` a´lgebra-MSn dupla (L′, f, g).
Demonstrac¸a˜o: Seja L = (L, f) ∈MSn tal que L se estende a` a´lgebra-MSn
dupla (L, f, g). Enta˜o Im f e´ um subconjunto bicompleto forte de L, o que
significa que f 2n : L → L e´ um operador de fecho residuado cuja residual
g2n : L→ L preserva supremos.
Dado que (L′, f) e´ uma suba´lgebra de L e f 2n : L → L e´ um operador de
fecho, e´ o´bvio que f 2n : L′ → L′ e´ tambe´m um operador de fecho. Supondo
que g(L′) ⊆ L′ podemos considerar a aplicac¸a˜o r : L′ → L′, definida por
r(x) = g2n(x), para todo x ∈ L′. Uma vez que g2n : L → L e´ a residual de
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f 2n : L → L e´ imediato que f 2nr(x) ≤ x e rf 2n(x) ≥ x, para todo x ∈ L′, e
que r preserva supremos. Enta˜o concluimos que f 2n : L′ → L′ e´ um operador
de fecho residuado e que a sua residual (a aplicac¸a˜o r : L′ → L′) preserva
supremos. Logo L′ = (L′, f) estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla.
A condic¸a˜o estabelecida nesta proposic¸a˜o na˜o e´, contudo, necessa´ria para
que L′ se estenda a uma a´lgebra-MSn dupla. Vejamos um exemplo.
Exemplo 3.11 Sendo L o reticulado descrito na figura
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• d
• u
• 1
e f , g as operac¸o˜es definidas em L de acordo com a tabela
x 0 1 a b e d k y u
f(x) 1 0 b e d a k e 0
g(x) 1 0 d a b e k k e
,
verifica-se que L = (L, f) ∈MS2 se estende a` a´lgebra-MS2 dupla (L, f, g). A
maior suba´lgebra de L pertencente a MS tem como conjunto suporte
LMS = {0, k, u, 1}. Considerando a aplicac¸a˜o h : LMS → LMS definida por
h(0) = 1, h(1) = 0, h(k) = k e h(u) = k, concluimos que LMS = (LMS, f)
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tambe´m se estende a uma a´lgebra-MS2 dupla (LMS, f, h). No entanto,
g(LMS) * LMS.
Seja L = (L, f) ∈ MSn uma a´lgebra que se estende a uma a´lgebra-MSn
dupla e, para cada n′ divisor de n, seja L′ = (LMSn′ , f), i.e., L′ e´ a maior
suba´lgebra de L pertencente a MSn′ . Neste caso particular conseguimos es-
tabelecer uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente para que L′ se estenda a uma
a´lgebra-MSn dupla.
Para obtermos a condic¸a˜o referida, comec¸amos por verificar que se n′ divide
n, enta˜o L = (L, f) ∈MSn′ estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla se e so´ se L
se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
Sejam m, m′ ∈ N, com m < m′. Em [20, Proposic¸a˜o 5.9] M. Sequeira prova
que se (L, f, g) e´ uma a´lgebra tal que (L, f) ∈MSm, (Ld, g) ∈MSm′ , fg = g2m′
e gf = f 2m, enta˜o (L, f, g) e´ a´lgebra-MSq dupla para q = m.d.c.(m,m
′).
Recorrendo a este resultado concluimos que:
Proposic¸a˜o 3.12 Sejam n, n′ ∈ N tais que n′ | n e seja L = (L, f) ∈MSn′.
Enta˜o L estende-se a uma a´lgebra-MSn′ dupla se e so´ se L se estende a uma
a´lgebra-MSn dupla.
Demonstrac¸a˜o: Dado que n′ | n temos DMSn′ ⊆ DMSn. Logo se L se
estende a uma a´lgebra-MSn′ dupla, enta˜o L tambe´m se estende a uma a´lgebra-
-MSn dupla.
Reciprocamente, se assumirmos que L se estende a uma a´lgebra-MSn dupla
(L, f, g) podemos concluir que L tambe´m se estende a uma a´lgebra-MSn′ dupla.
De facto: 1) se n′ = n o resultado e´ o´bvio; 2) se n′ < n, e atendendo a que
(L, f) ∈ MSn′ , (Ld, g) ∈ MSn, fg = g2n e gf = f 2n = f 2n′ , resulta da
Proposic¸a˜o 5.9 de [20] que (L, f, g) ∈ DMSq para q = m.d.c.(n′, n) = n′.
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Corola´rio 3.13 Seja L ∈MSn. Se n′ e´ o menor natural tal que L ∈MSn′,
enta˜o L estende-se a uma a´lgebra-MSn′ dupla se e so´ se L se estende a uma
a´lgebra-MSn dupla.
Demonstrac¸a˜o: Se n′ e´ o menor natural tal que L ∈MSn′ , enta˜o n′ divide
n, logo o resultado e´ consequeˆncia imediata da proposic¸a˜o anterior.
Sejam n, n′ ∈ N tais que n′ divide n, seja L = (L, f) uma a´lgebra-MSn
e consideremos a aplicac¸a˜o f 2n
′
: LMSn′ → LMSn′ . Se f 2n : L → L e´ uma
aplicac¸a˜o residuada vamos verificar que esta condic¸a˜o e´ suficiente para que
f 2n
′
: LMSn′ → LMSn′ tambe´m seja uma aplicac¸a˜o residuada.
Proposic¸a˜o 3.14 Sejam n, n′ ∈ N tais que n = n′q, para algum q ∈ N, e
seja L = (L, f) uma a´lgebra-MSn. Se f 2n : L → L e´ uma aplicac¸a˜o residuada
com residual m : L → L, enta˜o f 2n′ : LMSn′ → LMSn′ e´ uma aplicac¸a˜o
residuada sendo a sua residual a aplicac¸a˜o m̂ : LMSn′ → LMSn′ definida por
m̂(x) =
∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)), para todo x ∈ LMSn′ .
Demonstrac¸a˜o: A residual de f 2n : L→ L e´ a aplicac¸a˜o m : L→ L definida
por m(x) = max((x]L∩ f(L)), para cada x ∈ L. Recorrendo a` residual de f 2n,
prova-se que tambe´m existe max((x]LMSn′
∩ f(LMSn′ )), para cada x ∈ LMSn′ ,
tendo-se max((x]LMSn′
∩ f(LMSn′ )) =
∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)). Com efeito,
1) atendendo a que m(x) ≤ x, resulta que ∧q−1i=0 f 2n′i(m(x)) ≤ ∧q−1i=0 f 2n′i(x).
Dado que x ∈ LMSn′ temos x ≤ f 2n
′
(x) ≤ ... ≤ f 2n′(q−1)(x) e, portanto,∧q−1
i=0 f
2n′i(x) = x. Enta˜o
∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)) ≤ x.
Como m(x) ∈ f(L), vem m(x) = f(a), para algum a ∈ L, e consequen-
temente temos
∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)) = f
(∨q−1
i=0 f
2n′i(a)
)
. Enta˜o e´ imediato que∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)) ∈ f(LMSn′ ) pois
∨q−1
i=0 f
2n′i(a) ∈ LMSn′ .
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Logo
∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)) ∈ (x]LMSn′ ∩ f(LMSn′ ).
2) para cada y ∈ (x]LMSn′ ∩ f(LMSn′ ), temos que y ∈ (x]L ∩ f(L), logo
y ≤ m(x). Vem enta˜o ∧q−1i=0 f 2n′i(y) ≤ ∧q−1i=0 f 2n′i(m(x)). Dado que
y ∈ f(LMSn′ ), temos f 2n
′i(y) = y, para cada i ∈ {0, ..., q−1}, donde resulta que
y ≤ ∧q−1i=0 f 2n′i(m(x)).
De 1) e 2) resulta que max((x]LMSn′
∩ f(LMSn′ )) =
∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)).
Uma vez que existe max((x]LMSn′
∩ f(LMSn′ )), para cada x ∈ LMSn′ ,
podemos considerar a aplicac¸a˜o m̂ : LMSn′ → LMSn′ definida por
m̂(x) = max((x]LMSn′
∩ f(LMSn′ )) =
∧q−1
i=0 f
2n′i(m(x)). Atendendo a que:
- m̂ e´ iso´tona,
- f 2n
′
m̂(x) = m̂(x) ≤ idLMSn′ (x), para cada x ∈ LMSn′ ,
- m̂f 2n
′
(x) = f 2n
′
(x) ≥ idLMSn′ (x), para cada x ∈ LMSn′
concluimos que m̂ e´ a residual de f 2n
′
: LMSn′ → LMSn′ .
Com base nesta proposic¸a˜o prova-se enta˜o que:
Teorema 3.15 Sejam n, n′ ∈ N tais que n = n′q, para algum q ∈ N. Seja
L = (L, f) ∈MSn uma a´lgebra que se estende a uma a´lgebra-MSn dupla (L, f, g).
Enta˜o LMSn′ = (LMSn′ , f) estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla se e so´ se
∀ x, y ∈ LMSn′ , ∀u, v ∈ {1, ..., q}, u 6= v, ∀C ⊆ {1, ..., q}\{u},( ∧
s∈J=C∪{v}
g2n
′s(x)
)
∧
( ∧
t∈{1,...,q}\J
g2n
′t(y)
)
≤ g2n′u(x)∨g2n′v(y);
nesse caso, LMSn′ estende-se a` a´lgebra-MSn dupla (LMSn′ , f, m̂) onde
m̂ : LMSn′ → LMSn′ e´ a aplicac¸a˜o definida por m(x) =
q∧
i=1
g2n
′
i(x), para to-
do x ∈ LMSn′ .
112 3. Extensa˜o de a´lgebras-MSn a a´lgebras-MSn duplas
Demonstrac¸a˜o: Seja L = (L, f) uma a´lgebra de MSn que se estende a`
a´lgebra-MSn dupla (L, f, g). Enta˜o f
2n : L → L e´ um operador de fecho
residuado e a sua residual preserva supremos. A residual de f 2n e´ a aplicac¸a˜o
g2n : L→ L, definida por g2n(x) = max((x]L ∩ f(L)), para cada x ∈ L.
Dado que n′ divide n, sabemos pela Proposic¸a˜o 3.12 que LMSn′ se estende a
uma a´lgebra-MSn dupla se e so´ se LMSn′ se estende a uma a´lgebra-MSn dupla.
Como sabemos, a a´lgebra LMSn′ = (LMSn′ , f) estende-se a uma a´lgebra-MSn
dupla se e so´ se f(LMSn′ ) e´ um subconjunto bicompleto forte de LMSn′ , i.e.,
se f 2n
′
: LMSn′ → LMSn′ e´ um operador de fecho residuado e a sua residual
preserva supremos.
Atendendo a que f 2n : L → L e´ uma aplicac¸a˜o residuada, da proposic¸a˜o
anterior concluimos que f 2n
′
: LMSn′ → LMSn′ tambe´m e´ um operador de
fecho residuado e a sua residual e´ a aplicac¸a˜o m̂ : LMSn′ → LMSn′ definida
por m̂(x) =
∧q−1
i=0 f
2n′i(g2n(x)), para cada x ∈ LMSn′ . Tendo em atenc¸a˜o a
Proposic¸a˜o 0.16 vem que m̂(x) =
∧q
i=1 g
2n′i(x).
Para que LMSn′ se estenda a uma a´lgebra-MSn dupla falta verificar em que
condic¸o˜es a residual de f 2n
′
preserva supremos, i.e., temos de determinar em
que condic¸o˜es m̂(x ∨ y) = m̂(x) ∨ m̂(y), para quaisquer x, y ∈ LMSn′ .
Como g2n
′i(x∨y) = g2n′i(x)∨g2n′i(y), para todo x, y ∈ LMSn′ , e para todo i ∈ N0,
enta˜o m̂(x ∨ y) = ∧qi=1 g2n′i(x ∨ y) = ∧qi=1(g2n′i(x) ∨ g2n′i(y)). Logo m̂ preserva
supremos se e so´ se
∧q
i=1(g
2n′i(x)∨ g2n′i(y)) = ∧qk=1 g2n′k(x) ∨∧qj=1 g2n′j(y).
Para que a igualdade anterior seja satisfeita basta que∧q
i=1(g
2n′i(x) ∨ g2n′i(y)) ≤ ∧qk=1 g2n′k(x) ∨∧qj=1 g2n′j(y), (i)
ja´ que a outra desigualdade resulta trivialmente.
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Atendendo a que
q∧
i=1
(g2n
′i(x) ∨ g2n′i(y)) = ∨
C⊆{1,...,q}
( ∧
s∈C
g2n
′s(x) ∧ ∧
t∈{1,...,q}\C
g2n
′t(y)
)
e
q∧
k=1
g2n
′k(x) ∨
q∧
j=1
g2n
′j(y) =
q∧
u=1
q∧
v=1
(
g2n
′u(x) ∨ g2n′v(y))
a desigualdade (i) verifica-se se e so´ se
∀C ⊆ {1, ..., q} e ∀u, v ∈ {1, ..., q},∧
s∈C
g2n
′s(x) ∧ ∧
t∈{1,...,q}\C
g2n
′t(y) ≤ g2n′u(x) ∨ g2n′v(y).
Destas desigualdades ha´ algumas que sa˜o triviais e a condic¸a˜o anterior e´ enta˜o
equivalente a
∀u, v ∈ {1, ..., q}, u 6= v, ∀C ⊆ {1, ..., q}\{u},( ∧
s∈J=C∪{v}
g2n
′s(x)
)
∧
( ∧
t∈{1,...,q}\J
g2n
′t(y)
)
≤ g2n′u(x) ∨ g2n′v(y).
Logo LMSn′ = (LMSn′ , f) estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla e, consequente-
mente, a uma a´lgebra-MSn dupla, se e so´ se a condic¸a˜o anterior e´ va´lida, para
todo x, y ∈ LMSn′ .
Deste teorema e da Proposic¸a˜o 3.1 resulta que a ana´lise sobre a possibili-
dade de estender LMSn′ a uma a´lgebra-MSn dupla pode ser feita com base em
condic¸o˜es estabelecidas sobre os elementos de f(LMSn′ ).
Teorema 3.16 Sejam n, n′ ∈ N tais que n = n′q, para algum q ∈ N. Seja
L = (L, f) ∈ MSn uma a´lgebra que se estende a uma a´lgebra-MSndupla
(L, f, g). Enta˜o LMSn′ = (LMSn′ , f) estende-se a uma a´lgebra-MSn dupla se
e so´ se, para qualquer x ∈ f(LMSn′ ),
x = a ∨ b, com a, b ∈ LMSn′ ⇒ (x ≤ g2n
′i(a) ∨ g2n′j(b), ∀i, j ∈ {1, ..., q}).
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Demonstrac¸a˜o: Se a a´lgebra LMSn′ = (LMSn′ , f) se estende a uma a´lgebra-
-MSn dupla, enta˜o f(LMSn′ ) e´ um subconjunto bicompleto forte de LMSn′ . Da
Proposic¸a˜o 3.1 e do Teorema 3.15 resulta que, se LMSn′ = (LMSn′ , f) se estende
a uma a´lgebra-MSn dupla enta˜o, para todo x ∈ f(LMSn′ ),
x = a ∨ b, com a, b ∈ LMSn′ ⇒ x =
∧q
i=1 g
2n′i(a) ∨∧qj=1 g2n′j(b).
Logo, dado x ∈ f(LMSn′ ), se x = a ∨ b para certos a, b ∈ LMSn′ , enta˜o
x ≤ g2n′i(a) ∨ g2n′j(b), para quaisquer i, j ∈ {1, ..., q}.
Vejamos agora que a condic¸a˜o enunciada se trata, de facto, de uma
condic¸a˜o suficiente para que LMSn′ se estenda a uma a´lgebra-MSn dupla.
Atendendo a que L = (L, f) se estende a uma a´lgebra-MSn dupla, sabemos
da Proposic¸a˜o 3.14 que f 2n
′
: LMSn′ → LMSn′ e´ um operador de fecho resi-
duado sendo a sua residual a aplicac¸a˜o m̂ : LMSn′ → LMSn′ definida por
m̂(x) =
∧q−1
j=0 f
2n′j(g2n(x)) =
∧q
i=1 g
2n′i(x), para todo x ∈ LMSn′ . Temos,
enta˜o, que f(LMSn′ ) e´ um subconjunto bicompleto de LMSn′ . Se admitirmos
que, para todo x ∈ f(LMSn′ ),
x = a ∨ b, com a, b ∈ LMSn′ ⇒ ( x ≤ g2n
′s(a) ∨ g2n′t(b), ∀s, t ∈ {1, ..., q}),
vem que,
x = a ∨ b, com a, b ∈ LMSn′
⇒ x ≤
q∧
s=1
q∧
t=1
(g2n
′s(a) ∨ g2n′t(b)) =
q∧
i=1
g2n
′i(a) ∨
q∧
j=1
g2n
′j(b).
Como (L, f, g) ∈ DMSn, enta˜o (Ld, g) ∈ MSn. Logo, dados a, b ∈ L temos
g2n(a) ≤ a e g2n(b) ≤ b e, portanto, ∧qi=1 g2n′i(a) ∨∧qj=1 g2n′j(b) ≤ a ∨ b = x.
Consequentemente, para todo x ∈ f(LMSn′ ),
x = a ∨ b, com a, b ∈ LMSn′ ⇒ x =
q∧
i=1
g2n
′i(a) ∨
q∧
j=1
g2n
′j(b).
Das proposic¸o˜es 3.1 e 3.2 concluimos que LMSn′ se estende a uma a´lgebra-MSn
dupla.
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Tabela de Notac¸a˜o
NOTAC¸A˜O DESCRIC¸A˜O
X ⊆ Y X e´ subconjunto de Y.
X ⊂ Y X e´ subconjunto pro´prio de Y.
X ⊆· Y X e´ um subconjunto finito de Y.
IN o conjunto dos inteiros positivos.
IN0 IN ∪ {0}.
dne o menor natural maior ou igual a n (n ∈ IN0).
m | n m divide n (m,n ∈ IN).
f : X → Y f e´ func¸a˜o de X em Y.
Im f o conjunto {f(x) : x ∈ X}.
f |X′ a restric¸a˜o de f a X ′ ⊆ X.
idX aplicac¸a˜o identidade em X.
fg composta de f com g (f, g aplicac¸o˜es).
(xi1 , ..., xik) a permutac¸a˜o r de {x1, ..., xn} definida por
r(xik) = xi1 , r(xij ) = xij+1 se 1 ≤ j ≤ k − 1,
r(x) = x se x /∈ {xi1 , ..., xik}.
|X| cardinal do conjunto X.
n uma cadeia com n elementos (n ∈ IN).
(x] o conjunto {z ∈ P | z ≤ x} (P conjunto parcialmente ordenado).
[x, y] (x ≤ y) o conjunto {p ∈ P : x ≤ p ≤ y}.
x¿ y y cobre x, i.e., x < y e na˜o existe z ∈ P tal que x < z < y.
x ∧ y, x ∨ y ı´nfimo de x e y, supremo de x e y.
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NOTAC¸A˜O DESCRIC¸A˜O
∧
X,
∨
X ı´nfimo de X, supremo de X (X ⊆ P ).
minX, maxX elemento mı´nimo de X, elemento ma´ximo de X (X ⊆ P ).
0, 1 elemento mı´nimo de P , elemento ma´ximo de P .
J(L) conjunto dos elementos ∨-irredut´ıveis na˜o nulos do reticulado L.
Ld o reticulado dual do reticulado L.
L a´lgebra (de tipo τ) com conjunto suporte L.
SgL(X) o subuniverso da a´lgebra L gerado por X ( X ⊆ L).
SgL(X) a suba´lgebra de L gerada por X ( X ⊆ L).
Con(L) o reticulado de congrueˆncias de L.
∇, ∇L a congrueˆncia universal em L.
4, 4L a congrueˆncia identidade em L.
θ′ o complemento (caso exista) da congrueˆncia θ ∈ Con(L).
θ|L′ a restric¸a˜o da congrueˆncia θ ∈ Con(L) a L′,
(L′ = (L′, F ) suba´lgebra de L).
θ(a, b), θL(a, b) a congrueˆncia principal de L gerada por (a, b) ,
com a, b ∈ L, i.e., o menor elemento de Con(L) que
identifica os elementos a e b de L.∏
i∈I Li o produto directo da famı´lia de conjuntos {Li}i∈I .
L1 × L2 × ...× Lr o produto directo da famı´lia finita {L1, L2, ..., Lr}.
pj :
∏
i∈I Li → Lj epimorfismo projecc¸a˜o de
∏
i∈I Li em Lj .∏
i∈I Li o produto directo da famı´lia de a´lgebras {Li}i∈I .
L1 × L2 × ...× Lr o produto directo da famı´lia finita de a´lgebras {L1,L2, ...,Lr}.
K classe de a´lgebras do tipo τ .
S(K) a classe das a´lgebras isomorfas a suba´lgebras
das a´lgebras de K.
H(K) a classe das imagens homomorfas das a´lgebras de K.
P (K) a classe das a´lgebras isomorfas a produtos directos
de famı´lias de a´lgebras de K.
PS(K) a classe das a´lgebras isomorfas a produtos subdirectos
de famı´lias de a´lgebras de K.
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